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17 世纪 ， 笛 卡 儿 引 进 了 坐标 ,从 而 开创 了 几何 学 的 新 局 
面 ,甚至 可 以 说 开创 了 数学 的 新 局 面 ,因为 微 积分 的 发 现 就 
深 受 其 影响 , 且 坐 标的 出 现 让 “ 仿 射 几何 ”“ 黎 曼 几 何 "等 相 
继 问 世 ， 

坐标 引入 的 实质 就 是 用 “ 数 "去 描述 “ 形 ”如今 的 “量化 
管理 "就 源 于 这 种 思想 . 所 以 我 们 可 以 说 ,解析 几何 是 一 站 
用 “ 数 ”去 描述 “ 形 ” 和 用 “ 形 ”解释 “ 数 ” 的 学 科 . 

华 标的 锥 形 是 “不 同方 向 的 线段 长". 后 来 经 数学 家 们 
的 改造 ,用 “向 量 法 "引入 坐标 ,这 让 我 们 站 在 一 个 新 的 高 度 
去 认识 它 , 即 “坐标 是 极 大 线性 无 关 向 量 组 的 表 出 系数 构成 
的 有 序数 组 ”. 

如 今 解 析 几 何 已 是 大 学 的 必修 课程. 在 “普及 教育 ”而 
不 是 “精英 教育 ”的 今天 ,我 们 要 让 每 一 个 学 生 都 学 握 数学 
的 思想 与 方法 ,就 儿 须 让 学 生 处 于 “ 数 ”与 “ 形 ”的 两 个 角度 
去 认识 同一 个 对 象 . 就 连 “向 量 ?这 个 联系 “ 数 "与 “ 形 ”的 工 
具 也 不 例外 ,本 书 给 出 了 3 个 解释 , 即 : 

(1) 初 浅 解释 ， 具有 大 小 和 方向 的 量 ; 

(2)“ 形 ”的 解释 ， 有 向 线段 ; 

(3)“ 数 ”的 解释 ， 有 序数 组 . 
对 于 向 量 的 运算 ,如 加 、 数 乘 、 内 积 、 外 积 等 ,也 不 例外 . 只 有 
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这 样 ,才能 使 学 生 不 会 产生 “瞎子 描 象 ”的 片面 认识 . 

本 书 是 根据 多 年 的 教学 经 验 ,为 师范 院 校 数 学 专业 “解析 几何 ” 
课 编写 的 教材 .解析 几何 的 教材 很 多 ,各 有 春秋 ,本 书 有 如 下 的 特点 . 

(1) 宗旨 : 采用 通俗 易 懂 的 语言 . 

林 群 院士 说 :“ 深 奥 的 东西 ,能 说 你 懂 了 ,以 什么 为 标准 呢 ? 那 
就 是 看 你 能 否 用 粗浅 的 语言 去 描述 .” 本 书 的 编写 以 此 为 宗旨 ,语言 
通俗 易 懂 ,学 生 喜 闻 乐 见 , 容 易 接 受 . 

(2) 题材 : 采用 抽象 与 应 用 相 结 合 . 

应 用 体现 理论 与 实际 的 联系 . 知道 了 抽象 的 过 程 ,就 知道 应 用 的 
方法 . 对 每 一 个 抽象 的 概念 ,都 给 出 其 引入 的 情境 ,告知 抽象 的 过 程 
和 应 用 的 方法 . 

(3) 内 容 : 采用 严密 要 求 下 的 解释 . 

严密 的 逻辑 推理 ,是 数学 的 基本 要 求 之 一 .本 书 注 重 引导 学 生 能 
从 简单 的 解释 达到 严密 的 论证 ,掌握 数学 思维 方法 ,培养 座 辑 推理 能 力 . 

(4) 形式 : 采用 立体 彩 图 ,图 文 并 茂 . 

进入 新 世纪 ,教材 的 版 面 设计 水 平 不 断 提 高 ,讲求 实用 、 有 特色 
和 创新 ,注重 图 文 并 茂 .本 书 较 之 该 学 科教 材 一 贯 采用 黑白 立体 图 有 
了 突破 ,对 于 书 中 立体 图 形 大 多 采用 彩色 插图 ,直观 .空间 感 强 ,立体 
效果 更 好 ,对 培养 学 生 空 间 想 象 能 力 大 有 帮助 . 而 且 图 形 配 合 恰 当 ， 
易于 理解 ,更 有 利于 教 与 学 . 

(5) 教学 : 配备 多 媒体 教学 课件 . 

本 书 的 每 一 章节 都 有 多 媒体 课件 (教学 光盘 ). 课件 中 的 教学 情境 
设置 得 当 , 动 图 效果 生动 ,在 教学 实践 中 得 到 同行 教师 与 学 生 的 好 评 . 

本 书 在 编写 、 修 订 过 程 中 ,得 到 了 贵州 师范 大 学 数学 与 计算 机 科 
学 学 院 的 大 力 支 持 . 清华 大 学 出 版 社 编辑 刘 疾 、 贵 州 师范 大 学 的 游 秦 
杰 教 授 , 对 本 书 的 修订 提出 了 很 多 宝贵 的 意见 , 特 在 此 对 他 们 表示 诚 
丽 的 感谢 . 


高 孝 忠 罗 琳 
2011 年 6 月 


常用 的 数学 符号 


Vv 一 一 对 于 任意 指定 的 ( 泛 指 ); 
3 一 一 存在 ,可 以 找到 ( 特 指 ); 
3 一 一 存在 不 全 为 零 的 数组 ; 


De ”一 一 使 得 “……… ?成 立 ,满足 ”……… ”条 件 ; 
过 一 一 蕴涵 ,可 以 推出 ; 
兮 一 一 等 价 ,充分 必要 ; 


(= 必要 性 ; 
(一 ) 一 一 充分 性 ; 


ie: 一 一 换 句 话说 , 即 ; 

pA 两 个 向 量 避 ,6 的 夹 角 ,0 寺 人 (a ,0)<x; 

L(# ,0) 一 一 有 向 角 . 将 向 量 世 ,6 的 始点 归结 为 一 点 ,以 向 量 世 
所 在 射线 为 始 边 , 以 向 量 2 所 在 射线 为 终 边 按 逆 时 针 方 向 为 正 所 成 
的 角 , 一 2 过 XL(#,6) 过 十 co. 
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坐标 系 与 癌 量 


1.1 坐标 系 与 向 量 的 概念 


我 们 知道 ,在 空间 几何 形体 中 ,其 要 素 有 点 、 线 、 面 . 而 线 可 视 为 

运动 的 轨迹 , 面 可 视 为 线 运动 的 轨迹 ,所 以 点 是 空间 几何 形体 的 基 
本 元 素 . 要 建立 点 与 数 的 对 应 ,就 必须 给 予 标 架 . 如 平面 几何 中 ,我们 
建立 坐标 系 后 ,平面 上 的 点 就 与 有 序数 对 (z,y) 构 成 了 一 一 对 应 . 空 
间 中 的 点 要 与 数 构成 一 一 对 应 ,也 必须 建立 坐标 系 后 才能 实现 . 


1. 空间 直角 坐标 系 


在 空间 给 出 一 定点 O, 以 点 O 为 原点 ,引出 三 条 相互 垂直 的 数 
轴 , 分 别称 为 xz 轴 、y 轴 、x 轴 . 由 原点 O 与 工 轴 、y 轴 、xz 轴 构 成 的 集 
合 称 为 直角 标 架 RR , 记 作 Zz 


{Oyryys 2 了 ， 
如 图 1-1-1 所 示 , 如 果 工 轴 、y 轴 、 > eq 
z 轴 的 方向 分 别 与 我 们 右手 的 拇指 、 
食指 、 中 指 对 应 , 则 此 标 架 称 为 右手 
直角 标 架 ,和 否则 称 为 左手 直角 标 架 . 右手 直角 标 架 与 左手 直角 标 架 作 
任意 的 平移 与 旋转 也 不 会 重合 ,就 如 我 们 的 左手 与 右手 怎么 运动 也 
不 会 重合 . 在 这 里 ,我们 常用 的 标 架 是 右手 直角 标 架 . 

由 xz 轴 y 轴 所 确定 的 平面 称 为 zxOy 坐标 面 ,由 xz 轴 .x 轴 所 确 
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定 的 平面 称 为 zxOz 坐标 面 , 由 y 轴 、> 轴 所 确定 的 平面 称 为 yOz 坐 
标 面 .三 个 坐标 面 把 空间 分 为 八 个 区 域 ， 
每 个 区 域 称 为 卦 限 . 每 一 个 卦 限 用 大 写 的 
罗马 字母 表示 . 如 图 1-1-2 所 示 , 其 中 : 第 
I 卦 限 满足 : z 盖 0,y> 盖 0,z>0; 第 开赴 限 
满足 : zx<0,y>0,z>0; 第 焉 卦 限 满足 ， 
Z<0,y<0,z>0; 第 W 卦 限 满 足 : x 二 0， 
图 1-1-2 y<0,z>0; 第 V 卦 限 满足 : z 盖 0,y 二 0， 
< 0; 第 WL 卦 限 满足 : zx 所 0,y 二 0,z<<0; 

第 证 卦 限 满 足 : x 二 0,y 二 0,z 二 0; 第 刀 卦 限 满足 : x 二 0,y 二 0,z 过 0. 
设 点 已 是 空间 中 的 任意 一 点 ,过 点 作 三 个 平行 于 坐标 面 的 平 
面 与 坐标 轴 的 交点 分 别 为 (x+,0,0),(0,y,0),(0,0,z), 则 点 卫 的 位 
置 由 三 元 有 序数 组 唯一 确定 ,我 们 称 三 元 有 序数 组 (x,y,x) 为 点 了 P 
的 坐标 , 记 作 P(xz,y,x). 我 们 建立 的 直角 标 架 与 空间 中 的 所 有 点 构成 
的 集合 称 为 空间 直角 坐标 系 . 显然 ,P(ri,yi ,zi1) ,Q(zz ,yz yz) 两 点 的 

距离 为 


d (zi CO— Zz) 二 (yi CO— y2) (zi CO— zo)?. 
2. 向 量 


我 们 在 中 学 已 学 过 向 量 ,其 解释 为 具有 大 小 与 方向 的 量 称 为 向 
量 . 今 给 出 “ 形 ” 的 定义 . 

定义 1.1.1 有 向 线段 称 为 向 量 . 有 向 线段 的 方向 称 为 向 量 的 方 
向 ,有 向 线段 的 始点 和 终点 称 为 向 量 的 始点 
和 终点 ,而 有 向 线段 的 长 度 表示 向 量 的 大 小 . ee 

如 图 1-1-3 所 示 , 始 点 为 A、 终 点 为 B 4 。 一 一 一 
的 向 量 记 作 AB ,也 可 以 用 在 小 写字 母 上 面 
加 身 头 表示 ,如 避 ,5 ,等 . 用 小 写字 母 表 示 
向 量 时 ,字母 一 般 写 在 有 向 线段 的 中 部 . 还 可 以 用 小 写 的 黑 斜 体 字母 
表示 向 量 , 如 a,b,x 等 . 


1.1 坐标 系 与 向 量 的 概念 


向 量 A 记 或 过 的 大 小 称 为 A 或 的 模 , 记 作 |A 记 | 或 |z|. 模 为 1 
的 向 量 称 为 单位 向 量 , 记 作 a. 模 为 0 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 作 人 .不 
是 零 向 量 的 向 量 称 为 非 零 向 量 . 

两 个 向 量 世 .6 所 在 的 直线 平行 , 则 称 向 量 . 平行 , 记 作 去 /VD. 
同样 可 获得 向 量 与 某 直 线 ! 平行 是 指 之 所 在 的 直线 与 直线 ! 平 
行 ,向 量 与 平面 x 平行 指 @ 所 在 的 直线 与 平面 x 平行 等 概念 

要 在 向 量 中 赋予 运算 ,必须 给 出 向 量 相等 的 概念 . 何 为 两 个 向 量 
相等 ,请 看 下 面 的 定义 . 

定义 1.1.2 如 果 两 个 向 量 嘉 .六 的 模 相等 ,方向 相同 , 则 称 向 量 
世 .5 相等 , 记 作 =5. 所 有 零 向 量 都 相等 . 

由 定义 1. 1. 2 可 以 看 到 ,两 个 向 量 是 否 相 等 与 它们 的 始点 无 关 ， 
只 由 它们 的 模 和 方向 决定 ,我 们 把 这 样 的 向 量 称 为 自由 向 量 , 即 下 面 
的 定义 . 

定义 1.1.3 只 由 模 和 方向 决定 的 向 量 称 为 自由 向 量 . 对 自由 
向 量 ,=6 售 C0 经 平移 后 能 重合 . 

在 建立 直角 标 架 后 ,始点 在 原点 的 向 量 称 为 向 径 . 

由 向 量 相等 的 定义 可 得 ,不 在 一 条 直线 上 的 两 个 相等 向 量 的 始 
点 与 终点 可 获得 一 个 平行 四 边 形 ,参见 图 1-1-4. 因为 向 量 A 等 于 
向 量 CD ,所 以 四 边 形 ABDC 是 平行 四 边 形 . 实 因 向 量 A 方 等 于 向 量 
C 万 ,所 以 向 量 A 方 与 向 量 CD 平行 ,而 且 向 量 A 方 与 向 量 C 万 的 模 相 等 ， 
故 由 平行 四 边 形 的 定义 知 四 边 形 ABDC 是 平行 四 边 形 . 反之 ,由 两 
个 向 量 的 始点 与 终点 获得 一 个 平行 四 边 形 , 却 不 能 得 到 这 两 个 向 量 
相等 . 例如 图 1-1-5 给 出 的 两 个 向 量 的 始点 与 终点 获得 了 一 个 平行 
四 边 形 ABCD ,但 是 向 量 A 方 与 向 量 C 万 并 不 相等 . 由 此 ,我 们 得 到 了 


反 向 量 的 概念 . 
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定义 1.1.4 两 个 模 相等 ,方向 相反 的 向 量 称 为 互 反 向 量 ,向 量 
过 的 反 向 量 记 作 一 立 . 

显然 ,向 量 A 记 的 反 向 量 是 向 量 BA, 即 向 量 A 户 等 于 向 量 一 BA. 
如 果 两 个 向 量 的 始点 与 终点 获得 一 个 平行 四 边 形 , 则 这 两 个 向 量 相 
等 或 相反 . 

我 们 把 位 于 直线 1 上 的 向 量 @ 也 称 为 与 1 平行 ,把 位 于 平面 x 
上 的 向 量 立 也 称 为 立 与 平行 , 则 有 下 面 定义 . 

定义 1.1.5 平行 于 同一 直线 的 向 量 称 为 共 线 向 量 , 零 向 量 与 
任 一 向 量 共 线 . 

定义 1.1.6 平行 于 同一 平面 的 向 量 称 为 共 面向 量 , 零 向 量 与 
任 一 向 量 共 面 . 

显然 , 共 线 向 量 必 共 面 ,任意 两 个 向 量 必 共 面 . 而 且 共 线 具有 传 
递 性 , 即 

如 果 辟 与共 线 ,5 与 5 共 线 , 则 与 5 共 线 . 

在 平面 R* 上, 当 我 们 建立 了 坐标 系 后 ,平面 上 的 点 与 有 序数 对 
(zy) 构 成 了 一 一 对 应 . 这 样 ,就 平面 上 的 点 A(zx,y), 以 原点 O 为 始 
点 ,A 为 终点 的 向 量 OA 就 可 以 用 有 序数 对 (zx,y) 表 示 , 称 平面 上 的 
向 量 为 有 序数 对 , 即 

Oa = (X,Yy). 

拓 广 到 三 维 空间 Rs ,A(zx,y,z) ER’,0A 一 (zx,y,z). 并 称 向 量 
OA 为 向 径 , 即 Rs 中 的 向 径 是 三 元 有 序数 组 当然 ,n 维 空间 R" 中 的 向 
径 就 是 n 元 有 序数 组 (zi ,zs ,…,z). 于 是 我 们 就 得 到 下 面 的 定义 . 

定义 1.1.7 二 元 有 序数 对 (zx,y) 称 为 二 维 向 量 ,三 元 有 序数 组 
(x,y,zx) 称 为 三 维 向 量 . 

定义 1.1.7 称 为 向 量 的 “ 数 ”的 定义 . 

在 RR 中 ,以 A(zi,yi) 为 始点 ,B(xs yys) 为 终点 的 向 量 是 

AB = 一 一 

在 了 中 ,以 A(Czyyyz) 为 始点 ,BCzsyvy zs) 为 终点 的 向 量 是 

A 记 = (x 一 zz,ys 一 yn ;zz 一 xz1). 即 用 终点 坐标 减 去 始点 坐标 . 


1.2 向 量 的 线性 运算 


在 “ 形 ” 的 定义 中 ,我 们 要 考核 两 个 向 量 相 等 ,必须 经 过 平移 看 是 
否 重合 ,而 且 方 向 要 相同 . 现在 有 了 “ 数 ” 的 定义 后 ,要 考核 两 个 向 量 
是 否 相 等 就 简单 多 了 . 
如 A Bim Dt i; 则 
i — i = i 


人 二 二 
AB = CDOYy: 一 .3， 


Za2 一 2 一 Zhi 一 过 3。 


习 题 1.1 


1. 下 列 情形 中 ,向 量 的 终点 各 构成 什么 图 形 ? 

(1) 把 空间 中 一 切 单位 向 量 的 始点 归结 为 一 点 ; 

(2) 把 平行 于 某 一 平面 的 一 切 单位 向 量 的 始点 归结 为 一 点 ; 
(3) 把 平行 于 某 一 直线 的 一 切 向 量 的 始点 归结 为 一 点 ; 

(4) 把 平行 于 某 一 直线 的 一 切 单位 向 


2. 如 图 1-1-6 所 示 , 设 人 ABC 与 
AA'B'C' 分 别 是 三 楼 台 ABC-A’B'C’ 的 
上 、 下 底面 ,在 向 量 AB, BC, CA,A 万 7， 
BC ,CA ,AAN ,BB ,CC 中 找 出 共 线 向 
量 与 共 面 向 量 . 


1.2 向 量 的 线性 运算 


1. 向 量 的 加 法 

定义 1.2.1 设 有 向 量 立 ,2 ,如 图 1-2-1 所 示 , 任 取 一 点 A, 作 
A 方 一 立 , 再 以 点 B 为 始点 , 作 BCE=5, 连 接 AC, 则 向 量 AC 一 = 称 为 向 
量 立 与 2 的 和 , 记 作 立 十 5 , 即 
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c=d+o. 
求 向 量 和 运算 称 为 向 量 的 加 法 运算 . 
上 述 的 求 和 方法 称 为 三 角形 法 则 . 在 力学 中 求 两 个 力 的 合力 时 ， 
用 到 了 平行 四 边 形 法 则 ,如 图 1-2-2 所 示 , 其 与 三 角形 法 则 是 等 
价 的 . 


图 1-2-1 


显然 , 共 线 的 两 个 向 量 的 和 必 与 这 两 个 向 量 共 线 . 
定义 1.2.2 设 有 向 量 d=(zisyi 21)0= 二 (zzyyz sz2) ;定义 


db = (x Fn ts os 
定义 1. 2.1 与 定义 1.2.2 是 等 价 的 . 实 因 : 取 
及 (0,0,0)， B(xisyi sz1), 
则 
= (Zilyyiyzl) 一 AB, 


b == BC wx (Xs 9.y2 sz ) 


(tm — i 
于 是 AC (mr yi ya si 
定理 1.2.1 向 量 的 加 法 运算 具有 下 面 的 运算 律 . 
(1) 交换 律 #5 二 5 十; 
(2) 结合 律 (a 十 5D) 二 =a 十 (5 二 +); 
(3) 零 元 Va,di0=e,; 
(4) 逆 元 ;3 一 证 :3 续 芝 十 (一 冯 一 祁 ， 
证 设 =(ziyyi9y21) ;0 二 (zz sya 22) C= (ra ,yz3). 


(1) a+o 一 (Tw 


=(zs tH, Yt ys 2 ) 一 2 十 亏 ， 
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所 以 元 十 2 一 2 十. 
(2) (让 十 六 十 一 (( 妆 十 如 ) 十 站 十 到) 十 (二 十 力 ) 十 加 ) 
一 ( 阐 下 (6 光电 玉 十 六 轴 训 下 二) 
= 十 (5 +e). 
所 以 (a 十 5B) 十 5=B5 十 (a 十 忆 ). 
(3) 取 6=(0,0,0), 则 Ya=(x,y,z)， 
06= (z 十 0,y 十 0,z 十 0) = (x,y,z) = 
(4) Va==(zx,y;,z), 取 一 6 二 ( 一 x, 一 y, 一 z), 则 十 (一 d)==6. 
由 于 向 量 的 加 法 运算 满足 交换 律 与 结合 律 , 故 n(n 三 3) 个 向 量 


zz ,da 相 加 可 表示 为 i 
on 间 

且 如 图 1-2-3 所 示 , 依 次 取 AoA1l 一 jt 、 

di, AiAs = Zs, As1A, = 5,, 则 到 4 

而 十 Tz 十 … 十 Z, 二 AoA,. 这 种 求 和 图 1-2-3 

的 方法 称 为 多 边 形 法 则 . 


有 了 逆 元 后 ,我 们 可 以 定义 向 量 的 减法 . 
定义 1.2.3 两 个 向 量 立 ,2 的 减法 运算 定义 为 
均一 一 元 十 (一 六 ). 
由 加 法 的 三 角形 法 则 可 得 减法 三 角形 法 则 ,如 图 1-2-4 所 示 , 取 
2 二 入 2 二 六 
则 CB=a 一 5. 
如 图 1-2-5 所 示 ,如果 以 A 记 二 z,A 户 5 为 邻 边 构成 平行 四 边 
形 ABCD, 则 对 角 线 
A S| 


py 
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从 而 得 到 ,对 于 任意 两 个 向 量 喜 ,2 ,|Z 士 | 委 |z 十 121. 推 广 到 有 限 
多 个 向 量 时 亦 有 
| i | 委 | dl | 二 | ds | 十 … 十 | Wi | 


2. 向 量 的 数 乘 


定义 1.2.4 实数 4 与 向 量 Z 的 乘积 是 一 个 向 量 , 记 作 4Z. 它 
的 模 |A@| 二 1X|。，|az|, 它 的 方向 规定 : 

当 4 二 0 时 ,X44 与 区 同 向 ; 当 4<0 时 ,XE 与 反 向 ; 当 4==0 时 ， 
Ad=0. 

我 们 把 定义 1. 2.4 给 出 的 运算 称 为 数量 与 向 量 的 乘法 ,简称 数 
乘 . 数 乘 的 几何 解释 为 : 伸 长 (二 1) ,缩短 (0 二 4 二 1) 与 反 向 (4 二 0). 


任 一 非 零 向 量 的 单位 化 为 和 一 攻 T. 实 实 因 癌 与 立 同 向 , 且 | 阅 | 一 
a |_lal_ 
Jall al! 

定义 1.2.5 实数 4 与 向 量 ==(x,y,x) 的 乘积 定义 为 


= (Mz yz)， 

定 刘 工 生 攻 1. 2. 5 是 等 价 的 ,我 们 可 以 由 方向 与 模 来 
验证 . 

定理 1.2.2 向 量 的 数 乘 运 算 具 有 下 面 的 运算 律 . 

(1) 单位 元 1 d=d; 

(2) 结合 律 ACE) 一 (AZ 

(3) 分 配 律 ”GQ 十 /Da#=X@ 二 pa;A(a 二 +0)==A@ 十 向 . 

证 设立 (zz),2 一 (zy ), 则 由 数 的 运算 律 知 结 
论 成 立 . 

例 1.2.1 证 明 : 不 共 线 的 三 向 量 ,b ,c 能 将 其 始点 与 终点 顺 
次 相连 而 成 为 一 个 三 角形 全 a 十 6 十 5 二 0. 
下 


证 ei 能 将 其 始点 与 终点 顺 次 相 


1.2 向 量 的 线性 运算 


连 而 成 为 一 个 三 角形 ,如 图 1-2-6 所 示 , 则 由 三 角形 法 则 知 十 5 
一 ,所 以 十 8 十 =0. 
(二 ) 设 十 5 十 5=0, 作 
= 起 二 六 
则 ACE=z 十 5, 所 以 AC 十 ce 一 50, 即 CA 一 c, 故 如 ,5 ,5 能 将 其 始点 与 
终点 顺 次 相连 而 成 为 一 个 三 角形 . 


例 1.2.2 用 向 量 证 明 : 对 角 线 互相 平分 的 四 边 形 是 平行 四 
证 ”如 图 1-2-7 所 示 , 设 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC ,BD 交 于 
O 点 且 互 相 平分 , 则 
AB=A0+O0B =08B+20= DO+0 = 7. 
所 以 A 记 /C, 且 |A 记 |=1C 广 | , 故 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 . 


例 1.2.3 设 AM 是 人 ABC 的 中 线 ， 4 
求证 ; 
AM = (B+AC). 
证 如 图 1-2-8 所 示 ， 2 M 2 
AM = AB + BM, AM = AC+CM, 图 1-2-8 


而 BM= 一 CM, 所 以 


AM = FB+AC). 


例 1.2.4 用 向 量 证 明 三 角形 两 边 的 中 点 的 连 线 平行 于 第 三 边 
且 为 第 三 边 的 一 半 . 
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证 ”如 图 1-2-9 所 示 ， 4 
| > > 1 基 1 > 
MN =AN—AM=-»AC—54B 和 
We i = 
3(AC—AB)= 3 有 BC, B c 
> > > 1 > 图 1-2-9 
所 MN/BC, 且 IMN|= 志 1BCl. 
习 题 1.2 
1. 要 使 下 列 各 式 成 立 , 向 量 世 ,6 应 满足 什么 条 件 ? 
(1) lat6|=|a—2|; (2) la+2|=|a|+12|; 
(3) [a+2|=|a|—12|; (ay [EB|=| 太 | 十 |; 


(5) |a—2|=|a|—|2l. 

2. 试 解 下 列 各 题 . 

(1) 化 简 (x 一 (a+6) 一 (zx 十 y) (a 一 0); 

从 EE= 一 一 
和 3a 一 226; 


扩 二 
(3) 从 向 量 方程 组 pe 


3. 已 知 四 边 形 ABCD 中 ,AB=a# 一 2c,CD=52 十 65 一 8c ,对 
角 线 AC, BD 的 中 点 分 别 为 下 ,F, 求 E 产 

4. 设 AB=a 十 0 ,BC= 一 24 十 8W,CDP=3(& 一) ,证 明 : 三 点 
A,B,D 共 线 . 

5. 已 知 四 边 形 ABCD 中 ,AB=a#+25,BC= 一 44 一 了 ,CD= 
一 8 一 35 ,证 明 : 四 边 形 ABCD 是 梯形 . 

6. 设 工 ,M,N 分 别 是 AABC 三 边 BC ,CA,AB 的 中 点 ,证 明 ， 
三 中 线 向 量 AY,BM,CN 可 以 构成 一 个 三 角形 . 

7. 设 工 ,M,N 是 人 ABC 三 边 的 中 点 ;0O 是 任意 一 点 ,证 明 ; 


1.3 三 元 线性 方程 组 与 行列 式 


OA+OB+OC=OL+OM+ON. 
8. 设 M 是 平行 四 边 形 ABCD 的 中 心 ,O 是 任意 一 点 ,证 明 : 
OA +0B +0OC+0D = 40M. 
9. 在 平行 六 面体 ABCD-EFGH 中 证 明 : 
在 症 二 2 =226， 
10. 用 向 量 法 证 明 梯 形 两 腰 中 点 连 线 平 行 于 上 、 下 两 底 边 且 等 
于 它们 长 度 和 的 一 半 . 
11. 用 向 量 法 证 明 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 . 
12. 设 O 点 是 平面 上 正 多 边 形 A,A:…A, 的 中 心 ,证 明 ，; 
OAI 二 04 十 … 十 04; 一 站 
13. 在 上 题 条 件 下 , 设 P 是 任意 点 ,证 明 : 
i 7 n pO. 


1.3 三 元 线性 方程 组 与 行列 式 


在 向 量 的 加 与 数 乘 中 , 常 遇 到 三 元 一 次 方程 组 . 例如 ,已 知 
= B= dd FF = 7 
又 = 一 (7,8,9) , 产 一 工区 十 y2 十 xz, 求 zyz. 这 样 的 问题 就 要 求解 
线性 方程 组 


3Z 十 4y 十 7z = 二 8， 
5z 十 5y 十 8z< 王 9. 
而 行列 式 是 求解 线性 方程 组 的 工具 ,所 以 我 们 有 必要 在 这 里 介绍 行 
列 式 与 线性 方程 组 . 
定义 1.3.1 关于 xw;y;z 的 一 次 方程 组 
(tate 一 0 


3y 十 6z 一 7， 


az 十 ay 十 azsz 一 0， 


asl 工 十 aazy 十 aasz 一 bs 


称 为 三 元 一 次 方程 组 或 三 元 线性 方程 组 . 而 三 元 线性 方程 组 


1 
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az 并 十 azzy 十 az 之 一 0， 


| 二 0， 


aal 工 十 aazy 十 aasz 一 0 
称 为 三 元 齐 次 线性 方程 组 . 
我 们 先 从 二 元 线性 方程 组 


ee =bs 


az 并 十 azzy = bs 


入 手 , 利 用 加 减 消 元 法 得 
Q2241 下 QQ224127y 一 CQ2201 » 与 Q2141I Td21412Y 一 Q2101 ， 
Qi2Q21 工 十 alzQ22y 一 Ql202 auaaz tanazy = Qil02， 


则 当 U22411 一 aa 天 0 时 ,有 


CQ2201 一 Ql202 azib1 一 anbs 


， 
QI11Q22 ”QI12421 QI11GC22 QI12421 


为 了 简化 解 的 表达 式 ,引入 二 阶 行列 式 


QI dil2 
D = ， 
Q21  Q22 
2 
并 规定 
dl dl2 
BD= 一 422411 412421， 
Q21 4Q22 


即 左上 角 的 数 与 右 下 角 的 数 的 积 取 正 ,左下 角 的 数 与 右上 角 的 数 的 
积 取 负 ,再 取 其 和 . 


0 6 

$ D,= 1 Qi12 := Uday O01 , 则 
bs az2 daz bs: 

PN 3 =D, 

也， y D* 


这 就 是 克 莱 姆 法 则 ,这 个 结论 可 以 拓 广 到 三 元 线性 方程 组 ,为 此 需要 
介绍 三 阶 行列 式 的 定义 与 性 质 . 
定义 1.3.2 由 9 个 数 排 成 3 行 3 列 的 表 


1.3 三 元 线性 方程 组 与 行列 式 


称 为 三 阶 行列 式 . 
我 们 把 or 称 为 行列 式 的 元 素 , 把 行列 式 里 的 横 排 称 为 行 ,行列 
式 里 的 纵 排 称 为 列 . 并 规定 
dal dz2 dz23 | 一 QilQzzQss 十 A1223431 十 Q2lQ3zQ13 
U31 4Q32 U33 
— al3Q22431 一 Q12Q21433 一 4d11423Q32. 
其 是 取 于 不 同行 不 同 列 的 三 个 元 素 的 乘积 的 代数 和 . 为 了 便于 记忆 ， 
如 图 1-3-1 所 示 , 三 条 实 线 所 对 应 的 
三 项 为 正 , 三 条 虚线 所 对 应 的 三 项 为 
负 . 值得 注意 的 是 ,这 种 方法 不 能 应 
用 到 四 阶 行列 式 上 去 .因此 ,有 必要 
给 大 家 再 介绍 一 种 行列 式 的 计算 
天 法 
定义 1.3.3 在 行列 式 中 划 去 某 个 元 素 r 所 在 的 行 和 列 , 剩 下 
元 素 按 原 位 置 构 成 的 行列 式 称 为 a;; 的 余子 式 , 余 子 式 赋予 符号 
(一 Di 后 称 为 4; 的 代数 余子 式 , 记 作 A;. 


Q22 4d23 


U21 U23 


例如 在 三 阶 行列 式 中 Au = 


5 二 一 


C32 U33 C31 U33 


其 共有 9 个 代数 余子 式 . 
定理 1.3.1 三 阶 行列 式 可 按 一 行 ( 或 一 列 ) 展 开 , 即 
aii Qi ais 
aii az a 六 | 二 aiiAii 十 aizAy 十 aaAia 〈( 按 第 1 行 展开 》 


U3l U32 4d33 


=az Az TT a22 Azz + azs Azs ( 按 第 2 行 展开 ) 
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=asiAsi 十 aazAs + a33 Ass. ( 按 第 3 行 展开 ) 
证 aiAn 十 azAiz 十 asAis 


Q22 dz23 Q21 U23 dz21 U22 


tii 


a 


Q32 U33 U31 4d33 U3l 4d32 


=anazzdss 十 QlzQ23Q3l 十 Q2lQ3z2Q13 


dl3d22431 dl2d21433 Ud1l14d23432 


二 |4z dz22 423|. 


CQ31 da3z U33 
同 理 可 证 后 面 两 个 等 式 . 

定理 1. 3. 1 的 实质 是 把 三 阶 行列 式 化 为 二 阶 行列 式 来 计算 . 这 
个 定理 可 推广 , 即 可 将 四 阶 行列 式 按 此 法 化 为 三 阶 行列 式 后 再 计算 . 

在 行列 式 的 计算 中 ,如 果 知 道行 列 式 的 一 些 性 质 , 则 对 计算 有 很 
大 的 帮助 . 下 面 给 出 行列 式 的 一 些 关 于 计算 的 性 质 . 

性 质 1.3.1 交换 行列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 的 绝对 值 不 变 , 符 
号 相反 . 

性 质 1.3.2 数 & 乘 行列 式 等 于 数 & 乘 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 
每 一 个 元 素 . 反 过 来 ,行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 公 因 数 & 可 提 到 行列 
式 前 . 

性 质 1.3.3 ”如果 行列 式 有 两 行 ( 列 ) 成 比例 , 则 行列 式 等 于 零 . 

性 质 1.3.4 如 果 行 列 式 某 一 行 ( 列 ) 为 零 , 则 行列 式 等 于 零 . 

性 质 1.3.5 把 行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 倍加 到 另 一 行 ( 列 ) 去 ， 
所 得 行列 式 与 原 行列 式 相 等 . 


12 26 10 
例 1.3.1 计算 四 阶 行列 式 


| 
Es 
二 


例 1.3.2 


1.3 三 元 线性 方程 组 与 行列 式 


(利用 性 质 1. 3. 2) 


~ SG 
~ 


(利用 性 质 1. 3. 5) 


DO ~ 


0 
名 
一 一 


次 
口 oor- 
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定理 1.3.2 对 于 z,y,z 的 三 元 线性 方程 组 
aaZ 十 azy 十 az 一 D， 


azl 工 十 ay 十 azsz = 0， 


aaslTZ 十 aszy 十 assz 一 0， 


如 果 由 其 一 次 项 系数 构成 的 行列 式 


D 王 |aa az as| 和 天 0， 


Q3sl  Q32 433 


地 Nm 9 之 
BD D 
D1 al ais an b1 als 
D;= |b: az azs|， D, = aa pb az， 
D3 dss a33 asl bs a3s 


Pu。 


| 
S 
4 
N 
S 
oS 
呈 


对 于 定理 1. 3. 2 的 证 明 ,我 们 将 在 1. 9 节 中 给 出 . 
区 = 一 05 
推论 ”三 元 齐 次 方程 组 jaaiz 十 azzy 十 azsz 一 0, 只 有 零 解 全 系数 


aa3l 工 十 43zy 十 0asz 一 0 


行列 式 D 关 0. 


习 题 1.3 


1. 计算 下 列 行列 式 : 
= 


(1) ] 
3 


5 
; (2) 
号 


1.4 向 量 组 的 线性 关系 


1 1 6 泌 入 区 
53 六 | E 4|; (SE 
位 史 总 末 区 小 
2. 利用 行列 式 解 线性 方程 组 : 
27z 一 y 十 3z 一 9， 
27z 一 3y 一 7， 
(1) | (2) Fe 
37—2y=1; 
2 十 39 一 2x 王 一 6， 


& 已 知 T= 3 0=0 4 = 7 = 78 0; 
且 了 7 了 =zx@ 十 yD 十 zC , 求 ,ysz。 


1.4 向 量 组 的 线性 关系 


1. 线性 相关 与 线性 无 关 
向 量 的 加 法 运算 与 数 乘 运算 统称 为 线性 运算 ,运算 的 结果 仍 是 


向 量 . 

定义 1.4.1 设 商 ,z,…, 是 n 个 向 量 ,和 1,hs,…,4, 是 nn 个 
实数 ,表达 式 和 Ma 十 jazz 十 … 十 Cd 称 为 Ciyaz ,za 的 线性 
组 合 . 

如 果 向 量 去 一 iD 立 十 1zz 十 … 十 2, 则 称 向 量 均 可 经 向 量 立 ， 
5，… 线性 表 出 , 记 作 : @ 一 人 { 宣 ,Zi,… ,Ti)} ,也 可 称 入 i 十 
hzGa 十 … 十 ACT 是 位 的 线性 分 解 式 . 

定义 1.4.2 设 鹿 ,Zi,…,Z 是 2 个 向 量 ,如 果 存 在 不 全 为 零 

的 nn 个 数 A1 ,Xs，… ,4, ,使 得 


克 而 十 如 而 十 oo 十 入 大 一 和 
则 称 立 ,a#,，,…,@ 线性 相关 . 否则 称 立 ,#,,… ,Zi 线性 无 关 , 即 只 有 
当 六 一 1 一 … 一 1 一 0 时 ,因而 十 Zz 十 … 十 .2 二 0 才 成 立 , 则 称 
而 ,Cs，… 线性 无 关 . 

ie: 二 ,2 线性 相关 后 了 hs hv， 


他 
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3“z 十 和 az 十 … 十 下 一 0”. 
而 起 Zs，…,d, 线性 无 关 售 姑 宣 十 和 Wz 十 … 十 6 二 0, 只 及 二 
入 二 … 二 ,二 0 才 成 立 . 
显然 ,一 个 向 量 线 性 相关 仿 d 二 0. 
定理 1.4.1 向 量 记 ,Zs,…,Z,(n 宇 2) 线 性 相关 含有 一 个 向 量 
可 经 其 余 向 量 线性 表 出 . 
证 (二 ) 设 鹿 ,Z,… ,6 线性 相关 , 则 了 A,X ，*… ,A ， 
Nd 二 hd + 十 Nd 一 0”， 


2 
di > {ds d,). 
(二) 如 果 有 一 个 向 量 可 经 其 余 向 量 线性 表 出 . 不 妨 设 鹿 一 
{ 相 0 , 则 让 一 lz 好 十 …… 十 1 区 ,于 是 
di — hd 一 … 一 人世 一 0. 
由 于 表 出 系数 不 全 为 零 , 所 以 立 ,a ,… ,线性 相关 . 
推论 1 部 分 线性 相关 , 则 整体 线性 相关 . 
证 在 向 量 组 六 ,zz Ia 中 ,不 妨 设 训 ,ds，… ,i, 线 
性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 A ,4;,… ,4, ,使 得 
和 i 十 Ndz 十 十 Na, 二 6， 
从 而 AZ 十 1z2 十 … 十 1 十 OZ 十 … 十 0z 一 0, 所 以 结论 成 立 . 
推论 2 含有 零 向 量 的 向 量 组 必 线 性 相关 . 
定理 1.4.2 如 果 向 量 组 i ,as,…,Z 线性 无 关 , 且 向 量 


可 一 (di,ds ,dd,}, 


不 妨 设 和 关 0, 则 = 二 2 
1 


则 表 出 系数 唯一 . 
证 ”假设 存在 ,Xs，… ,4, ,41 ,4X4，,… ,A ,使 得 
二 十 Wy 二 十 Gd 二 A 十 ds 十 十 Md,， 
则 两 式 相 减 得 
(1 一 XD 十 Gz 一 A2)@s 十 十 (A, 一 ADa, 二 0. 


1.4 向 量 组 的 线性 关系 


由 向 量 组 dl 7 ,G， 线性 无 关 知 
二 二 籽 条 三 5 “og 二 三 东 4 


所 以 结论 成 立 . 
定理 1.4.3 设 
di = (ziyyiyzl)， 了 一 (zyyzz)， 0a 一 (za yayzas)， 


则 
wi Wh 
Tisdz sd 线性 相关 仿 | yt mm ws|=0. 
之 1 之 2 之 3 
证 因为 ,a; ,as 线性 相关 后 了 zyz， 
3“zazi 十 yz 十 zazs 一 0” 
TIT Ty wa = 0% 
兮 线 性 方程 组 1yiz 十 yy 十 yz 一 0, 有 非 零 解 
zi 十 zay 十 zsz 一 0 


Sly yy yy|=0. 


故 结论 成 立 . 
定理 1.4.4 若 世 ,a,,5 线性 无 关 , 且 
Di = kudi tkads tkads, 
bs = kdi 十 kzds + kszds, 
bs = kisdi + kosds + kasds, 
则 
i be Ws 
61,62,6; 线性 相关 合 |ks ks kzs|=0. 
hy he bs 


证 因为 61,6s ,0 线性 相关 合子 zy,>， 
3"“zpi 十 yp 十 <03 一 0”， 


得 
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即 
(kz kzy kisz)dit (kor ky kesz)d, 
十 (Razr 十 Razy 十 Rssz)as = 0. 

因为 习 ,Za ,Zs 线性 无 关 , 所 以 
kuzt|hkwyiks—= 0 |b hs ks 
Raz 十 Ray 十 losz = 0O|lka kz Rs| 一 0， 
Rsiz 十 lssy 十 Rssz 一 0 | Ra ks ks 

故 结论 成 立 . 

定理 1.4.5 在 R 中 ,任意 4 个 向 量 必 线性 相关 . 


证 ” 设 而 一 (ziyyyzi)y ao 一 (zyyzyzz)， 


Gas 一 (Za yayza) 04 一 (4 yy24) 
是 了 中 的 任意 4 个 向 量 , 由 zi 十 yiz 十 zs 十 wa 二 0 得 线性 方程 组 


mL Tm hs 


MT yy yt yw = 0, 
zz 十 zy 十 zszx 十 2 也 一 0. 
因为 线性 方程 组 中 未 知 元 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 ,所 以 必 有 非 零 解 ， 
结论 成 立 . 
定理 1.4.6 在 了 Rs: 中 , 若 向 量 六 ,za ,zs 线性 无 关 , 则 有 Rs: 中 的 任 
一 向 量 立 都 可 经 zi ,di ,ds 线性 表 出 . 
证 因为 立 ,z ,zz ,as 线性 相关 ,所 以 了 ki ,ks ,ks ,ksER,， 
Dk 二 kd + kd thds = 0”, 
如 果 包 二 0, 则 由 去 ,Zs ,Zs 线性 无 关 得 ks 二 ks 二 二 0, 此 与 ,ks， 
ks ,ks 不 全 为 零 矛 盾 . 故 所 天 0, 于 是 
"I 瑟 。 


dl ad dds, 
ki Ai kl 


a 
故 结论 成 立 . 

语 了 和 1 投 训 一 1007 一 07Dy09sE 一 (0w05 台 ;1 则 请 
Ee2 ,Es 线性 无 关 . 


1.4 向 量 组 的 线性 关系 


1 0 0 
证 因为 |0 1 0|==1 关 0, 所 以 启 , ,Es 线性 无 关 . 
人 和 了 


例 亚 本 下 役 商 二 的; 硬 二 tsb0955= 二 《1x1;y 好 ;证 明 
Ol 7 ss 线性 无 关 . 
i @& a 
证 因为 |1 1 0|==1 关 0, 所 以 记 ,és ,as 线性 无 关 . 
| 

例 工 二 有 设 硬 二 (1 区,B 二 (L200w 寺 一 00y1, 节 ;证 明 
ids ,Is 线性 相关 . 


i 多 可 
证 因为 |1 1 0|==0, 所 以 去 ,css 线性 相关 . 
0 1 1 


2. 几何 解释 


定理 1.4.7 两 个 非 零 向 量 立 ,2 共 线 久 6,5 线性 相关 . 
证 (一 ) 设 立 ,2 共 线 , 则 过 可 由 2 伸 长 .缩短 或 反 向 而 得 到 , 即 
3zER, 3“ 人 一 z2”, 所 以 立 一 码 一 0 , 故 立 ,5 线性 相关 . 
(二 ) 设 世 ,0 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 有 ,ks ， 
“Rhkd 一 0， 
不 妨 设 所 天 0, 则 地 一 一 怠 5 所 以 zd 汉 共 线 . 


定理 1.4.8 三 个 非 零 向 量 z,6 ,z 共 面 合 d,6 ,6 线性 相关 . 
证 (>) 设 ,0 ,cz 共 面 , 则 其 中 必 有 一 个 向 量 经 另外 两 个 向 量 
线性 表 出 , 即 了 ,ks ,As ER,“hd+k0 十 kc 二 0”, 故 区 ,0 ,5 线 
性 相关 . 
(二 ) 设 ,0 ,c 线性 相关 , 则 了 ki ,kz ,ks3ER， 
Bhd+hkd 十 RE = 0”, 
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不 妨 设 司 尖 0, 则 元 5 0, 歼 8B ,5 共 面 . 

推论 ”两 个 向 量 志 ,zs 线性 无 关 , 则 

向 量 立 与 如 ,zs 共 面 晤 d 一 {1,62). 
证 向 量 立 与 gz 共 面 售 C ,C1 ,Cs 线性 相关 
后 贡 >{ 人 人 ). 

例 1.4.4 证 明 四 面体 对 边 中 点 的 连 线 交 于 一 点 且 互 相 平分 . 

证 如 图 1-4-1 所 示 , 在 四 面体 
ABCD 中 ,一 组 对 边 AB,CD 的 中 点 下 ， 
下 的 连 线 EF 的 中 点 为 Pi ,其余 两 组 对 
边 中 点 连 线 的 中 点 为 P;, Ps;. 取 A 方 = 
1 ,4AC=z ,A 户 =z,, 则 在 人 AEF 中 ， 

AP = (AE +AF), 

在 人 ACD 中 ， 


从 而 


同 理 可 证 
AP; = 于 Ge 十 专 十 二 和 “大 -= Ta, 二 可 十 二 


所 以 APi = 二 AP; = AP;, 故 PisPears Ps 三 起 
重合 ,结论 成 立 . 

例 1.4.5 设 OP; = 产 ,OP; 二 7, ,OP; 
产 3 ,证 明 : 
Pi ,P:,P: 三 点 共 线 铺 了 "ha E 及 ， 
Ed oe =| 汽 寺 四 二 加 三 
0 

证 (>) 如 图 1-4-2 所 示 , 设 Pi,P;， 
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P; 三 点 共 线 , 则 PiP; ,P,P; 共 线 , 即 
了 oz, € 有 R, 3“ PP， 成 站 = 0”, 
于 是 m( 寺 一 疡 》 寺 nl, 一 疡 ) 一 05, 从 而 
一 Wm 站 十 (m 一 D7 十 n73 一 0， 
取 儿 = 一 mh 二 m 一 nh 二 n, 则 
Ai 六 十 Mr 十 Mrs 一 0， 且 加 十 和 十 hs 二 0. 
(三 ) 设 也 ,hh ER, 
3 六 十 )2r 十 sr 一 0， 且 入 十 和 十 hs 一 0?”. 
不 妨 设 A 二 一 (十 Az) 关 0, 则 (Fs 一 疡 ) 十 hs (一 产 ) 二 0. 由 入 二 
入 关 0 知 入 ,hz 不 全 为 零 , 所 以 PP,PsPi 共 线 , 故 Pi,Ps,P; 三 点 
共 线 . 


习 题 1.4 


1. 在 平行 四 边 形 ABCD 中 : 
(1) 对 角 线 AE 一 立 ,了 方 一 广 , 求 A 广 ,BE,C 方 ,DA 


(2) 设 边 BC, CD 的 中 点 为 M,N, 且 AM= 万 ,AN 一 了 , 求 
B06 
2. 如 图 1-4-3 所 示 ,在 平行 六 面体 ABCD 一 EFGH 中 , 设 A 方 = 


1,A 户 = ,A 亡 =#, ,三 个 面 上 的 对 角 线 AC 一 5, A 一 5, A 一 
试 把 向 量 二 MPHAG Ar 写成 zl ,ez ,zs 的 线性 组 合 . 
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3. 如 图 1-4-4 所 示 , 设 一 直线 上 的 三 点 A,B,P 满足 
AP=iPB Gz 1), 


O 是 空间 任意 一 点 ,求证 ; 0 六 OA2O8 
4 在 人 ABC 中 , 设 
AB 一 El， AC = 6;. 


(1) 设 D,E 是 边 BC 的 三 分 点 ,将 向 量 A 方 ,A 记 分解 为 zi ,zs 的 


线性 组 合 . 
(2) 设 一 A 的 平分 线 AT 交 BC 于 工 ,将 向 量 A 宁 分 解 为 zi ,zs 
的 线性 组 合 . 


5. 在 四 边 形 OABC 中 , 设 点 G 是 AABC 的 重心 , 求 向 量 GG 关 
于 OA ,OB,OC 的 分 解 式 . 
6. 用 向 量 法 证 明 : 
(1) 三 角形 三 条 中 线 共 点 ; 
(2) 已 是 AABC 的 重心 全 EA+TEBTEC=T. 
7. 已 知 立 ,2 不 共 线 , 问 5=2d 一 5 ,4d ==36 一 20 是 否 线性 相关 ? 
8. 证 明 三 个 向 量 #== 一 如 十 36s 十 263,0 二 461 一 66s 十 26s,c 
一 3z 十 12z 十 11z3 共 面 ,其 中 如 是否 经 5,¢ 线性 表 出 . 如 能 ,请 写 
出 线性 表 出 式 . 
9. 证 明 三 个 向 量 44 一 u0 ,wp 一 Eve 一 人 区 共 面 . 
10. 设 0 瓦 = 产 Gi=1,2,3,4) ,证明 ， 
Pi,P; ,Ps,P 四 点 共 面 伟 3 ha ER， 
“A 十 Xo 产 2 十 ha 产 十 74 一 0., 且 六 十 is 十 13 十) 一 0” 


1.5 标 架 与 坐标 


1. 标 架 与 坐标 的 概念 


由 1.4 节 的 学 习 , 我 们 知道 ,在 本 中 ,任意 4 个 向 量 必 线 性 相关 . 
在 民 中 ,任意 取 一 定点 O, 此 点 称 为 原点 . 由 原点 O 引 3 个 线性 无 关 


1.5 标 架 与 坐标 


的 向 量 OB = ,0B,=6,,0E, = ,那么 VERas， 3z,y,z,3“F 一 
Xl 十 yEz 十 z23”, 而 且 表 出 系数 zx,y,z 唯一 . 这 样 ,Rs 中 的 任 一 向 
量 就 与 三 元 有 序数 组 (zx,y,x) 构 成 一 一 对 应 . 这 就 是 我 们 在 Ri 中 建 
立 标 架 的 基础 . 

定义 1.5.1 在 R: 中 , 取 一 定点 O 与 3 个 线性 无 关 的 有 序 向 量 
Z1,22,2s 构成 的 集合 称 为 R 的 一 个 标 架 , 记 作 {0O;21,2s ,zs). 如 果 
向 量 证 ,zs ,zs 是 单位 向 量 , 则 称 {O;Z1 ,zs ,zs } 为 笛 卡 儿 标 架 , 如 果 
向 量 zi ,zs ,zs 又 两 两 互相 垂直 , 则 称 {0;2i ,zs ,zs } 为 笛 卡 儿 直 角 标 
架 . 在 一 般 情 况 下 , 称 {O;zi ,zs ,zs } 为 仿 射 标 架 . 

例如 取 了 一 (1,0,0) ,了 一 (0,1,0) ,于 一 (0,0,1) , 则 

(亲生 


就 是 一 个 笛 卡 儿 直 角 标 架 . 

对 于 标 架 {O;51 ,zz ,zs} ,如 果 分 别 用 拇指 食指 ,中指 表示 1， 
za ,zs ,与 右手 对 应 的 就 称 为 右 旋 标 架 ,与 左手 对 应 的 就 称 为 左旋 标 
架 . 在 这 里 ,我们 常用 的 是 右 旋 标 架 . 

定义 1.5.2 建立 标 架 {O;Z1 ,zz ,zs) 后 , VF, 3| zyy,z， 

= 

有 序数 组 (z,y,z) 称 为 产 在 标 架 {O0;ei ,zs ,zs} 下 的 坐标 . 当 标 架 选 
定 后 ,可 记 产 = (x,y,z). 

对 于 空间 中 任意 一 点 P, 称 向 量 OP 为 PP 点 的 向 径 , 向 径 OP 在 标 架 
{0; 如 ,22,23}) 下 的 坐标 (x,y,z) 称 为 P 点 的 坐标 . 记 作 P(x,y,z). 

由 前 面 两 个 定义 可 以 看 出 , 标 架 是 人 为 的 . 也 就 是 说 ,我 们 就 问 
题 可 以 选择 适合 问题 的 标 架 来 处 理 . 当 标 架 建立 后 , 任 一 自由 向 量 就 
可 以 由 某 一 点 已 的 向 径 OP 唯 一 确定 . 而 P 点 又 由 三 元 有 序数 组 
(zx,y,z) 唯 一 确定 . 这 样 ,我 们 就 得 到 了 “点 "“ 数 ”向 量 的 对 应 关 
系 , 从 而 就 可 以 用 * 数 "去 研究 “ 形 ”, 用 * 形 ”来 解释 “ 数 ", 向 量 就 是 研 
究 中 的 工具 . 

就 仿 射 标 架 {0; zi ,zs ,zs) ,我 们 应 该 注意 到 这 个 标 架 是 倾斜 
的 ,也 就 是 所 谓 的 * 斜 坐标 系 ” 由 于 我 们 把 几何 性 质 分 为 两 类 , 即 度 
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质 与 仿 射 性 质 , 所 以 为 了 讨论 问题 方便 ,就 出 发 点 不 同 就 应 该 建 
立 不 同 的 标 架 来 完成 任务 . 

什么 叫 度量 性 质 呢 ? 涉 及 点 与 点 之 间 的 距离 或 线 与 线 之 间 的 夹 
角 的 性 质 称 为 度量 性 质 . 如 三 角形 的 全 等 ,两 条 直线 垂直 等 性 质 . 也 
可 以 说 : 在 正 交 变换 下 不 变 的 性 质 称 为 度量 性 质 . 

什么 叫 仿 射 性 质 呢 ? 涉及 共 线 或 共 面 的 性 质 称 为 仿 射 性 质 . 仿 
射 性 质 的 特点 是 这 些 性 质 只 需要 线性 运算 就 可 以 证 明 . 如 三 角形 三 
条 中 线 交 于 一 点 等 ,只 要 线性 运算 就 能 证 明 , 所 以 是 仿 射 性 质 . 也 可 
以 说 : 在 仿 射 变 换 下 不 变 的 性 质 称 为 仿 射 性 质 . 关于 正 交 变换 与 仿 
射 变换 ,在 以 后 的 课程 中 再 解释 . 


2. 仿 射 坐标 系 下 的 线性 运算 


当 我 们 选 定 仿 射 标 架 {O;Z1 ,zz,zs} 后 ,向 量 的 线性 运算 是 否 还 
可 以 由 它 的 坐标 运算 而 获得 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 1.5.1 两 向 量 和 的 坐标 等 于 两 向 量 坐 标的 和 . 即 如 二 
(zyyiyz) 浊 一 (zyy yzz), 则 


6 (zi 二 oi 十 和 y 十 琵 》。 


证 ”因为 均一 zz 十 zs 十 ziEs ,一 zz 十 yz 十 zzEs ,所 以 
| 
T 


6 一 (zizi Vi me) (wer ye | wey 
Fz)6it CyiTy)e (zi)es, 
故 E 十 6 二 (zi 十 xz yyi 十 yz ,zi 十 zz). 
定理 1.5.2 数 乘 向 量 等 于 数 乘 向 量 的 坐标 . 即 二 (x,y,xz), 则 
id = Grysie). 
证 因为 = 二 zx 可 十 yEz 十 zEs, 所 以 
A =AxElH ye te) = Ar et Ayes 十 jzzs， 
故 A@= OQz,Ay,Az). 
定理 1.5.3 向量 的 坐标 等 于 其 终点 坐标 减 去 始点 坐标 . 
证 设 向 量 PiP; 的 始点 与 终点 为 


1.5 标 架 与 坐标 


Pi(zisysR)» Po 加 2o7， 
则 OPi = 二 zi 十 yiEz 十 zi230Ps 一 zz51 十 yzEz 十 zzZs ,于 是 
P,P; =OP: — OP 
一 (zzEl 十 yeEs 十 zzEs) 一 (ziEl 十 yiEs 十 ziEs) 
一 (zz 一 Zi)EI 十 (ys 一 )Es 十 (zz 一 zl)Ea， 


故 PiP; 二 (zs 1yy2 .yVI， 之 2 而 藉 
在 仿 射 标 架 下 ,同样 有 下 面 的 结论 . 
定理 1.5.4 设 两 非 零 向 量 站 二 (zy ,x1) ,ds 二 (xz ,yz zz), 则 


ee 并 
v6 共 线 喇 姑 一 光一 对 
2 2 zz 


证 ,ds 共 线 全 Zl ,di 线性 相关 后 34,3“4@1=z,”, 即 
) 


(zayyzyz2) = AX, ylIyzl). 


7 堪 红 本 于 二 业 二 时 
TX2 Ys 2 
定理 1.5.5 设 
dl 一 Cp si Ys ds 二 一 Ks » V2 yy ds = 《5 9 .y3 yoy 


则 


之 1 之 2 之 3 

证 zzzas 共 面 全 zi ,zas 线性 相关 
OIr,y,z, Fz yd zds = 0” 
XiX 十 Xzy 十 X3z 二 0， 


仿 线性 方程 组 1 y1zx 十 yzy 十 yaz 三 0, 有 非 零 解 


wi wy = 0 
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故 结论 成 立 . 

例 1.5.1 对 于 有 向 线段 Pi ,如果 点 了 满足 Pi 户 一 PP), 我 
们 就 称 点 P 把 有 向 线段 PiP; 分 为 定 比 是 4 的 分 点 . 如 图 1-5-1 所 
示 , 当 4 之 0 时 ,五 方 与 EPE7 同 向 ,此 时 分 点 P 位 于 线段 P,P, 的 内 部 . 
当 4 过 0 时 ,已 证 与 PE 已: 反 向 ,此 时 分 点 P 位 于 线段 P, P, 的 外 部 , 且 
一 1 过 4 过 0 时 ,分 点 位 于 始点 方 的 外 部 ;4 二 一 1 时 ,分 点 位 于 终点 方 
的 外 部 . 值得 注意 的 是 ,4 关 一 1. 否则 由 Pi 户 = 一 PP 得 Pi 户 =P, 户 ， 
即 Pi 二 Pi, 此 与 Pi 了 关 P; 矛盾 . 


P(-1<4.<0) P(4>0) P(A<-1) 
多 


他 人 人 人 
PI P, 
图 115-1 


定理 1.5.6 设 有 向 线段 PP; 的 始点 与 终点 分 别 为 
Pi(Cziyyiyzi)， PCzzyyzyzz)， 
则 定 比 为 4 的 分 点 PCzyy'z) 的 坐标 为 


_ wi rs _ 1 十 Ayz 1 十 Azz 
I 1 十 1 


证 因为 PP==APP;; 所 以 
i | A 让 一 希 Nm — Ws 


BO— Bi = A(z OE), 
故 _ Zi 十 zs _ YAy; a 
TA YY 1 TA 


当 4 二 1 时 , 即 得 中 点 坐标 为 


.二 ze Ty ， 
六 2 并 2 


例 1.5.2 已 知 三 角形 的 三 个 顶点 为 
AlBnyism ys Blassvyms)s Cos ss 
求人 ABC 的 重心 (三 条 中 线 的 交点 ) 坐 标 . 
解 设 BC 边 的 中 点 为 刁 , 则 瓦 点 的 坐标 为 


一 如 十 zz 
2 
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E(= 十 Za yz 十 ys Xz 十 a 
人 


设 重心 为 GCzyyyz) , 则 ACG==2 CG 记 ,于 是 


天 一 而 2 (于 z]， yO— yi 2( 半 计 当 站 ， 


多 “一 2 =*)， 


”而 十 埃 十 动 关上 二 网 十 站 
3 过 3 ， 


即 z 


的 十 多 为 所 求 . 


习 题 1.5 


1. 在 标 架 {0O;Z1 ,2s,23} 下 , 试 绘 出 P(2,2,1),Q( 一 1, 一 1,3) 两 
点 位 置 . 

2. 在 平行 四 边 形 ABCD 中 , 求 点 A,D 与 向 量 AD,D 户 在 标 哥 
{C;AC,BD) 下 的 坐标 . 

3. 设 区 一 (1,5,2) ,六 一 (0, 一 3,4),z 一 (一 2,3, 一 1), 求 22 一 
2 十 cz 的 坐标 . 

4. 证 明 三 角形 三 条 角 平 分 线 交 于 一 点 . 

5. 已 知 线段 AB 被 点 C(2,0,2) 和 D(5, 一 2,0) 三 等 分 , 求 线 段 
AB 的 端点 的 坐标 . 

6. 证 明 : 四 面体 每 一 个 顶点 到 对 面 重心 所 连 的 线段 共 点 , 且 这 
点 到 顶点 的 距离 是 它 到 重心 的 距离 的 三 倍 . 用 四 面体 的 顶点 坐标 把 
交点 坐标 表示 出 来 . 

7. 已 知 空间 四 边 形 ABCD ,将 AB,AD,CD,CB 以 相同 比分 之 ， 
证 明 这 四 个 分 点 构成 一 个 平行 四 边 形 . 

8. 在 四 面体 中 ,不 相交 的 两 条 棱 称 为 对 棱 , 每 一 对 对 梭 的 中 点 
连 线 称 为 四 面体 的 拟 中 线 . 证 明 : 四 面体 的 三 条 拟 中 线 交 于 它 的 重 
心 , 且 此 重心 把 每 一 条 拟 中 线 分 为 长 度 相 等 的 两 部 分 . 
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1.6 两 向 量 的 数量 积 


前 面 我 们 讨论 了 向 量 的 线性 运算 性 质 ,用 它 解 决 “ 形 ” 中 的 平行 、 
比例 、 共 点 、 共 线 、 共 面 等 是 很 方便 的 . 但 是 用 这 些 性 质 就 不 便 讨论 
< 形 ”中 的 度 量 问题 ,如 长 度 夹 角 等 . 并 且 讨 华 度量 性 质 时 ,采用 仿 射 
标 架 是 不 方便 的 . 这 里 ,我 们 采用 的 是 直角 坐标 系 . 


定义 1.6.1 今 给 出 空间 一 点 A 与 一 轴 广 ,过 A 点 作 垂 直 于 轴 
六 的 平面 a 与 7 交 于 A’, 则 称 A 为 A 点 在 轴 Z 上 的 射影 . 
定义 1.6.2 如 图 1-6-1 所 示 , 今 
给 出 空间 一 向 量 A 方 与 一 轴 7 ,点 4 与 oo 


B’ 为 A | 在 7 了 上 的 射影 , 则 称 向量 Re -i 
A 为 向 量 A 记 在 轴 7 上 的 射影 向 量 , 记 a ” 本 
作 : 射影 向 量 z A 记 , 即 0 8 

射影 向 量 z AB = 二 BD. 图 1-6-1 


如 果 轴 了 的 单位 向 量 为 之 , 则 射影 

向 量 7 AB=xz, 这 里 xz 称 为 A 记 在 轴 7 上 的 射影 , 记 作 : 射影 7 A 户 , 即 
Nr A 
ie: 射影 向 量 z A 方 一 (射影 7 AB)z. 
显然 ,射影 z<AB 跟 AB 与 z 的 夹 角 有 关 , 且 
AB 与 5 垂直 兮 射影 2 AB = 0. 

规定 ”把 两 个 向 量 z,B 的 始点 归结 为 一 点 0,&#,5 所 在 射线 
OA ,0B 构成 的 角度 在 0 到 x 之 间 的 角 称 为 两 个 向 量 z,B 的 夹 角 ， 
记 作 和 (a ,5). 

按 规 定 , 如 果 避 ,5 同 向 , 则 二 (zz,2) 王 0, 如 果 羡 ,2 反 向 , 则 
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二 人们 , 5) 一 fr 如果 立 ,2 不 共 线 , 则 0 二 人 (4,6)<x. 
定理 1.6.1 射影 7AB=|ABlcos0,0= 人 (i,AB). 


证 如 图 1-6-2 所 示 , 平 移 A 户 与 7 相 人 
交 于 A, 则 | 
一 一 一 >» A 
射影 向 量 7 AB = AB”. | 2 
于 是 当 0= 子 时 ,A 记 17， 图 1-6-2 
射影 7 AB = 0; 


当 0<0< 隐 时 ,A 与 7 同 向 ， 


射影 7 AB =| AB” |=| AB | cosb; 
当 也 <0<n 时 ,A 户 与 7 反 向 ， 


射影 7 AB 一 一 | AB7 | 三 一 | AB | cos(x—0) =| AB | cos 0. 
从 而 0 二 0x 时 ,总 有 
射影 7 AB 一 | AB | cos 0. 
定理 1.6.2 va,D ,射影 7 (十 5) 二 射影 76 十 射影 76. 


3 证 ”如 图 1-6-3 所 示 ,AB=d， 


- BC=75, 则 AC=z 十 5, 于 是 A'C = 
4 
:= ‘@ rr ee y 
A'B' 十 B'C'. 因为 
Et ef Lp pa 
| el 7 ATC 二 射影 向 量 7 AC， 
A'B = 射影 向 量 7 AB， 
本 BC” = 射影 向 量 7 BC， 


所 以 射影 向 量 7AC 一 射影 向 量 7A 方 十 射影 向 量 7 BC. 故 
射影 7 (十 65) == 射影 7 元 十 射影 75. 
定理 1.6.3 Va, VAER, 射 影 7 (4@)= 二 4， 射 影 7Z. 
证 ”如果 4=0 或 =0, 则 结论 成 立 . 当 4 关 0 且 # 关 0 时 ,车 4 二 
全 则 至 友 光一 下 一 太 所 大 
射影 7 (A) =| XE | cos0=X | 起 | eos2 三 不 射影 7 起。 
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车 4<<0, 则 和 (7 ,X48) 二 x 一 入 (i,a) 二 x 一 0, 所 以 
射影 7 (A) 一 | Xa | cos(x—0)=A|6| cos0°=m :NH 影 7d. 
故 结论 成 立 . 
例 1.6.1 在 直角 坐标 {O;7 六 ,7 六, 有 R) 下 ,向 量 Z==x? 十 yj 十 迹 , 则 
射影 ?+d 二 xz， 射影 7d = 二 y， 射影 fd = xz. 
证 ”如 图 1-6-4 所 示 , 取 向 径 


B=, 
则 
射影 向 量 z# = OA = zx， 
射影 向 量 7 立 = 0B = yi, 
射影 向 量 六 到 = CC = xk. 图 1-6-4 
故 结论 成 立 . 


2. 两 向 量 的 数量 积 
在 物理 学 中 , 力 和 位 移 都 是 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 , 所 以 可 用 向 
量 表示 . 如 果 物 体 在 力 F 的 作用 下 产 
生 位 移 了 (如 图 1-6-5 所 示 ) ,那么 六 所 
做 的 功 等 于 玉 在 六 方向 的 分 力 Fi 的 
图 = 省 = 着 大 小 与 的 大 小 的 乘积 , 即 
W=|F||?|cosZ(F,s). 

这 里 的 功 W 是 由 两 个 向 量 玉 与 了 确定 的 一 个 数量 ,类 似 的 情 
况 还 会 在 其 他 问题 中 出 现 . 就 这 一 模型 在 数学 里 抽象 可 得 下 面 的 
定义 ， 

定义 1.6.3 ”两 个 向 量 z,5 的 模 与 它们 夹 角 的 余弦 的 积 称 为 这 
两 个 向 量 立 ,2 的 数量 积 (内 积 ), 记 作 忆 .5 或 2. 即 

走 。D 一 | 元 ||2 |cos/(d,0). 
显然 , 当 避 或 5 为 零 向 量 时 , 立 . 2 一 0; 当 立 与 六 为 非 零 向 量 时 ， 


1.6 两 向 量 的 数量 积 


因 12|cos 一 ( 立 ,D) 王 射影 -0 ,| 立 | cos 一 ( 互 ,7 
.5 一 | 元 |. 射影 :6 一 | 2 |. 射影 za. 
而 避 为 单位 向 量 时 , 则 


一 
SA 


在 定义 1.6.3 中 取 世 =65, 则 得 如 . 避 ==|#|?, 从 而 
| 芒 | 三 二 # 二 
定理 1.6.4 Vda,b,d DSOd .0=0. 
证 因为 15 今 cos 了 人 (&,6)==0, 所 以 结论 成 立 . 
值得 注意 的 是 , 零 向 量 与 任 一 向 量 平行 ,也 与 任 一 向 量 垂直 . 
数量 积 有 下 面 的 运算 律 . 
定理 1.6.5 向 量 的 数量 积 满足 下 面 的 运算 律 . 
(1) 交换 律 如 .5=6 ， 人; 
(2) 数 因子 的 结合 律 (Ua@) .2 一 1( 坪 .5); 
(3) 分 配 律 (a 十 5)。c=d cto "ce; 
(4) 正定 性 .dad 宇 0, 且 2 .d=0SOd=0. 
证 当 忒 ,2 ,cz 有 一 个 是 零 向 量 时 ,结论 显然 成 立 . 当 3 个 向 量 
皆 非 零 向 量 时 , 则 有 
(1) de.0=|adllolcosZ a,6)=|0||dlcos/ (6,d)=06 "dd. 
(2) 当 4 二 0 时 ,结论 显然 成 立 . 当 4 关 0 时 ， 
Qa) .5 一 |2 | 射影 Aa@) =| 25 |4. 射影 zd = 4(a .2). 
(3) (@ 二 0) :二 |c| .射影 = (a 十 5) 二 | 忆 |( 射 影 zd 十 射影 2) 
一 |z|。 射 影 z 二 十 |z|。 射 影 =2 
一 于 CHO ee. 
(4) .d=|ad|’20. 
推论 Qa@tpb) .c=A(d 0)Tpd ©). 
由 于 向 量具 有 上 面 的 运算 律 ,所 以 向 量 的 数量 积 运 算 可 以 像 多 
项 式 的 乘法 那样 展开 . 例如 
(d+oa+o) 一 证 一 022 (d+0)=d+t2d0 十 2 等 . 
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例 1.6.2 证 明 : 平行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 各 边 的 平方 
和 . 如 图 1-6-6 所 示 , 即 AC? 十 BD 二 AB? 十 BC? 十 CD? 十 DA?. 
证 在 平行 四 边 形 ABCD 中 , 设 A 访 =z,A 户 =5, 则 对 角 线 
= 
于 是 |AC|: 十 |DBl:=(@4)? 十 (a 一 四 ?二 21a|? 十 2151, 故 结论 
成 立 . 


例 1.6.3 证 明 : 如 果 一 条 直线 垂直 于 某 平面 内 的 两 条 相交 直 
线 , 则 它 垂直 于 这 平面 内 的 任 一 条 直线 . 

证 如 图 1-6-7 所 示 , 设 ,6 为 平面 x 上 的 线性 无 关 向 量 ,元 | 
,区 5, 则 

元 。 基 一 0， 元 。 史 一 0. 
句 量 = 为 平面 上 的 任 一 向 量 , 则 
3zr,y€E R, Dc=x+w”, 

从 而 苑 "C= (ra 二 y0)= 二 x( 区 HD) 十 y( 区 5) 二 0, 即 巳 | 元 , 故 
结论 成 立 . 

例 1.6.4 证 明 : 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 . 

证 ”如 图 1-6-8 所 示 , 设 入 ABC 中 ,BC,CA 两 边 上 的 高 交 于 


可 点 .再 设 
下 = 去， B= 天 = 多 

则 AB=5—a,BC=e—5,CA=a—e. 外 

由 五 人 1 BC 得 2 (ce 一 了)=0, 即 2 . 忆 = LA 

zB. 由 百 六 | CX 得 8. (一 2) 一 0, 即 “ 
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tc.(b—d)=0, 


即 肪 CA 户 , 故 结论 成 立 . 


习 题 1.6 


1. 已 知 向 量 A 声 与 单位 向 量 z 的 夹 角 为 150", 且 |A 记 | =10, 求 
射影 向 量 z A 户 与 射影 zAB. 

2. 证 明 : 

(GD 

(2) 在 平面 上 如 果 衣 与 元 不 平行 , 且 

Mm = Mm, de m=0. A 

则 忌 ==6. 

3. 已 知 向 量 #185,A(,0)=ZB,5)=60°",B Id|=1,17|= 
2,|c|==3, 计 算 : 

(1y (BD (2) (a +2) (a—06); 

(3) (3a—20) (0—30); (4) (a&+220—e)?. 

4. 已 知 |d|=2,15|=5, (da,0)=120°,7=3d—0,d=Ad + 
175 , 问 4 取 何 值 时 ,5 5. 


1.7 数量 积 的 坐标 表示 
1. 数量 积 的 坐标 表示 


i 并} 下 ,向 量 的 数量 积 运 算 较 简单 . 
= 站 


在 直角 坐标 系 {O; 
定理 1.7.1 设 Z= (zi,y1)z1),0 二 (zz ,yz ,zz), 则 
C0 = zzz yys + zize. 


证 因为 了 .了 一  & 一 .7 一 0 ?= *j=k* k=1, 
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dB =xi+yi aR). (ri ty zak) 
一 Zi7Zz 二 Yi1y2 十 Ziz2。 


故 结论 成 立 . 
推论 ” 设 芯 一 好 十 允 十 驳 , 则 立 的 表 出 系数 为 
二 站 和 y= 看 5 2 二 总 兹 . 
证 因为 
dri= (+ yw +R) :i= 
a 了 (zi xy zk) 7 = Ys 
Tek (Xi yw zk).k= zx, 
故 结论 成 立 . 
2. 应 用 


在 直角 坐标 系 1O 江 ,,R} 下 ,由 于 向 量 的 数量 积 运算 较 简单 ,所 
以 向 量 的 数量 积 可 得 到 下 面 的 应 用 . 
(1) 两 点 间 的 距离 
在 公式 .5 二 zizs 十 yiyz 十 zizs 中 , 当 避 =6 时 , 则 有 
a =ad.d=|d|. 
从 而 |#|= 二 Va* 避 ,于 是 我 们 有 下 面 的 结论 
定理 1.7.2 向 量 芯 一 (z,y,z) 的 模 为 
1#|= VT + 二. 
推论 ”空间 两 点 A(zi,yi,z1),B(zs ,yz ,zz) 间 的 距离 为 
d=|2B |= /Nm -mG 
证 因为 AB=(zs 一 yy 一 ;zz 一 2); 所 以 空间 两 点 
A(zi;yy1;z1)，B(zs ,ys ,zz) 间 的 距离 为 
=|2B |= /li my Fy — my TF Ce — a. 
(2) 向 量 的 方向 余弦 
向 量 与 坐标 轴 的 正 向 所 成 的 角 称 为 向 量 的 方向 角 . 一 般 地 ,向 量 


1.7 数量 积 的 坐标 表示 


与 x 轴 的 夹 角 记 作 4a, 与 > 轴 的 夹 角 记 作 有 ,与 > 轴 的 夹 角 记 作 7y. 
方向 角 的 余弦 称 为 方向 余弦 . 
定理 1.7.3 非 零 向 量 芯 = (zy,z) 的 方向 余弦 为 


了 ee 之 


GOS = 人 = 
| |a| 


， Cos p= 
A] 有 
且 cos:a 十 cos28 十 cos27 一 1. 

证 因为 z=#，7=|dlcosa,y=#*。7 了 =|d|cosB,z=d * = 


Ilcos7Y,; 所 以 


证 -六 
cos a 三 -三 一 cos 18 三 二 二 于 
Ia1 Tal P= | 一 过 | 
PE 3 
| 去 | 医治 | 
故 结论 成 立 . 


由 定理 1.7. 3 知 ,cos ?a 十 cos ?Bb 十 cos ?7 二 1, 所 以 单位 向 量 的 坐 
标 等 于 它 的 方向 余弦 , 即 


a" 一 (cos aycos B,cos 7). 


例 1.7.1 已 知 豆 一 (3,5, 一 8), 求 过 的 方向 余弦 与 立 . 
解 ”因为 | 袜 | 3% 二 52 二 《一 02 一 7 所 以 
3 


三 oh = 
7/2 14 7 14 
0 —42 
7V2 7 


zo {3V2 5V2 _4V2 1 交 所 求 
则 2 他 为 所 来 
(3) 两 向 量 的 夹 角 


定理 1.7.4 设 #==(xi,yi,z1),6 二 (xz ,yz,zz) 为 两 个 非 零 向 
量 , 则 


cos/(d,6) 一 21Za 十 区 2a + wiz 
十 十 台 认 天 十 允 十 到 
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证 因为 |z1125| 关 0, 所 以 cos 人 (a#,6)= 


I= y 有 十 训 和 十 剖 , 1 了 = MN 台 十 弦 十 台 ， 
dPOrize 力 下 到 误 yw 
所 以 结论 成 立 . 
推论 设 芭 =(ziyyi,z1),0= 二 (zz;y2sz2), 则 


| 


元 | 5 人 zz 十 yy 十 zz 一 0. 
例 1.7.2 已 知 三 点 A(1,0,0),B(3,1,1),C(2,0,1), 且 
CB -= 
求 : (1) ,6 的 夹 角 ; (2) 芝 在 上 的 射影 . 
解 因为 &=BC=( 一 1, 一 1,0),|a|=V3;5=CA=( 一 1,0， 
1) ,| 下 一 V2;z 一 A 方 一 (2,1,1) ,|e|=V6. 又 


EB=1, ie =—9, 
pa db L 1 pe A 
所 以 ; (1) cos 人 (a,0)=-<2 , 即 忆 (过 ,六 ) 一 工 ; 
| 去 |15| V2/2 2 3 
» 
(2 射影 za [有 | V6 pn 


例 1.7.3 如 图 1-7-1 所 示 ， 
点 O 在 二 面 角 fl-MN-rz 的 棱 
MN 上 ,OA ,OZ 分 别 在 平面 xi ,x 
内 , 设 LAON = a, 人 BON = 8， 
芝 AO0B=0, 二 面 角 ztw-MN-xz2 为 人 
2, 求证 : 


cosO0 一 cos acos 有 


十 Sin asin pcos 9. 
证 以 O 为 原点 ,平面 zi 为 xOy 坐标 面 ,直线 MN 为 y 轴 建 立 
坐标 系 . 设 zOx 坐标 面 与 平面 ri 的 交 线 为 OC, 则 OC | MN, 设 
OX =#,0Br 一 5, 则 人 (a,5) 一 0. 又 


习题 1.7 


射影 区 OA 一 | OR | sina 


从 而 
射影 OA 一 | OA | sinacos 9p， 
射影 OA =| OA | sinasin p， 
所 以 
|@| cosAAOz =|d | sinacos 9， 
| 去 | cos/AOz =|¢a | sinasin 9. 


即 ==(sin acos p,cos aysin asin yp). 又 5 二 (sin B,cos 8,0) ,于 是 


s 1 2 "b= cosacosB+ sinasinBcos p， 
Ib 


cos0 


故 结论 成 立 . 
例 1.7.4 利用 向 量 证 明 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 


3 3 3 
( Dawbs ; < So 
t=1 kt=1 1 


证 设 =(aiyazsyas),0 二 (0b1,0i ,0;), 因 为 


Ia.6|=|I|lo||cosZa,6) | 过 | 去 上 121， 


3 3 
Da 委 /3 | Ss 
k=1 k=1 k=1 


所 以 


习 题 1.7 


1. 将 下 列 向 量 单位 化 : 


(1) =57—67 3k; [8 De 
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2. 已 知 |l#|=2,15|=5,cos 人 (a ,0) 


172 , 问 4 取 何 值 时 ,去 . 
3. 用 向 量 证 明 : 
(1) 三 角形 余弦 定理 : a?==6? 十 c? 一 2bccos A. 
(2) 平行 四 边 形成 为 萎 形 的 充分 必要 条 件 是 对 角 线 互相 垂直 . 
(3) 半圆 上 的 圆周 角 为 直角 . 
(4) 三 角形 三 边 的 垂直 平分 线 共 点 , 且 这 点 到 三 个 顶点 的 距离 
相等 . 


1.8 两 向 量 的 向 量 积 


1. 向 量 积 的 概念 


定义 1.8.1 两 个 向 量 立 ,2 的 向 量 积 ( 外 积 ) 是 一 个 向 量 , 记 作 

XP 或 [a6]. 向 量 积 zX5 的 模 是 
|ax6|=|a||o | sinl (a,6), 
它 的 方向 与 ,5 都 垂直 且 依 ,5 ,a X5 的 顺序 构成 右手 标 架 
{Oya ,bd XD6)}. 

如 图 1-8-1 所 示 , 因 为 平行 四 边 形 的 面积 等 于 它 的 两 邻 边 长 的 
积 乘 以 其 夹 角 的 正弦 ,所 以 我 们 有 下 面 的 结论 . 

定理 1.8.1 车,6 线性 无 关 , 则 |zX5| 等 于 以 ,6 为 邻 边 的 
平行 四 边 形 的 面积 . 

力学 中 的 力矩 就 是 向 量 积 的 一 个 实例 . 如 图 1-8-2 所 示 , 设 有 一 
轴 心 过 O 点 的 圆 盘 , 力 到 作用 在 圆 盘 上 的 A 点 ,0 一 (OA, 瑚 ) ,去 在 
与 半径 OA 垂直 的 方向 上 的 分 力 为 六 ,那么 产 产 生 的 力矩 鸡 的 大 小 
为 | 高 11041=| 半 17|sin 9, 力矩 的 方向 就 是 右手 法 则 确定 的 方向 . 
也 就 是 说 

族 二 z 义 读 


1.8 两 向 量 的 向 量 积 


定理 1.8.2 ZZ/25SdX5b=0, 特 别 地 , Vai， 


让 蕊 一 让 

证 (>) 若 #N6, 则 人 (a,6)=0, 所 以 dX6=0. 

(二 ) 车 XD5=0, 则 ZZ=0 或 5=0 或 (a,6)=0, 故 #5D. 
综 上 知 结论 成 立 . 


d 
轩 


2. 向 量 积 的 运算 律 


定理 1.8.3 向 量 积 具有 反 交 换 律 , 即 
dt Xb 一 一 广 又 区 
证 当世,6 共 线 时 ,X56 二 0, 此 时 结论 成 立 . 当 忒 ,2 线性 无 关 
时 ,由 右手 标 架 与 左手 标 架 的 关系 知 结论 成 立 . 
定理 1.8.4 向 量 积 具有 数 因子 结合 律 , 即 
二 基站 一 (WE = 
证 ” 当 艾 ,2 共 线 或 4 二 0 时 ,结论 成 立 . 当 均 ,2 线性 无 关上 且 4 二 0 
时 ,有 
| (去 XD5) | 一 | 和 | 去 |12 1sin 乙 ( 蔷 ,D)， 
| Qay x5 |=) | 15 | sinz Oa ,0), 
[让 六 BI=] 交 上 世 趾 罗 | ns 
所 以 三 个 向 量 A(2X6),(X4@) X65,aX(45) 的 模 相 等 . 又 当 40 
时 ,三 个 向 量 的 方向 与 X56 同 向 , 当 4 二 0 时 ,三 个 向 量 的 方向 与 
X56 反 向 , 故 结论 成 立 . 
推论 设 4,y 为 任意 实数 , 则 
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az Kt) = WED 
为 了 证 明 向 量 积 的 分 配 律 , 先 给 出 作 图 法 求 向 量 积 的 方法 . 
定理 1.8.5 如 图 1-8-3 所 示 , 归 
结 忆 与 为 同一 始点 0, 过 O 点 作 垂 
直 于 ce 的 平面 +, 取 OA 一 #,A 点 在 平 
面 x 上 的 射影 为 A' ,将 射影 向 量 OA7 按 
顺 时 针 方向 旋转 90" 得 OA, , 则 
OA = 
证 ”因为 OA Le ,OA 1a, 且 {0O;a#,c" ,OA } 为 右手 标 架 ,又 
I0A|=|0AF|=|alsin0, 所 以 OA =d xe. 
定理 1.8.6 向 量 积 具有 分 配 律 , 即 
(d+6) Xe =adXeto Xe,; 


Xa+o) = Xdtexo. 
证 当 有 ,6 ,6 线性 相关 时 , 则 结论 成 立 . 否则 设 z" 为 = 的 单位 
向 量 . 如 图 1-8-4 所 示 , 设 OA =- 了， 
A 记 =5, 则 OB =a 十 5, 并 设 OF， 
A'B” ,OB 为 OA ,A 方 ,O 方 在 垂直 于 ce 
的 平面 x 上 的 射影 向 量 ,再 将 OA7， 
AB7,OB 在 平面 zx 上 按 顺 时 针 方 向 
旋转 90" 得 
Oo, ，AB，O5,， 
由 定理 1. 8. 5 知 OA, =#Xe?,AiB=7Xe ,0B=(@+D) Xe 而 
OB; = OA 十 ABI， 
所 以 (a# 十 5) X=#Xe? 十 6 Xe .从 而 
(元 十 2) Xe =a+0) XIele 


=|€e|[@+2o) xe] 
=|e|[axe + xe] 


1.8 两 向 量 的 向 量 积 ”43 


同 理 可 证 CX (a 十 灌 
例 1.8.1 证 明 : (a# 一 6)X(《@ 二 +5)=2(a X56), 并 说 明 它 的 几 


何 意 义 . 


=2(¢ XD). 
它 的 几何 意义 为 : 平行 四 边 形 的 面积 的 两 倍 等 于 它 的 对 角 为 邻 
边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
例 1.8.2 证 明 : (a&XB)? 十 (@ .50)?=a?0?. 
证 因为 
(TD — aD?sin ZB), (C0 = Vco0s’: ZC,0), 
故 


(XD) ++a 0) = 0. 
3. 向 量 积 的 坐标 表示 


在 直角 标 架 {0O; 六 , 广 , 衣 } 下 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 1.8.7 设 向 量 #=(zxiyyi,21),0= 二 (zz ;yz sz2), 则 


axB= > Tit + x 
ya2 zz Bs Ws TZ2 yz 
或 记 为 
i 7 
XB6B= |r yn el 
Z2 YY Xz 
证 因为 
二 人 了 = = 
这 六 二 六 。 玉江 六 一 了 关注 寺 二 了 
7 Xi=—Ek, EXxXi=—i, iXk=—), 
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所 以 
dX6 =xni+ yi eR) X xi yt zak) 
一 Ziyz (7 Xriz i XE)+ yr Xi) 
二 yz XE)+zrzR Xi)+zy (Rk XIN) 
一 (yizs — yazi)7 + (viz — Zazi)7 + (xriyz — zey OR 


1 Zl 


六 起 
组 六 ZK 六 = | 8 1 
—1 5 7 
一 2 1|. |1 3|- 3 一 2|_- 
二 之 十 了 E 
5 7 7 一 1 一 1 5 


=—107—227 18. 
例 1.8.4 已 知 空 间 三 点 A(1,2,3),B(2, 一 1,5),C(3,2, 一 5)， 
(1) AABC 的 面积 ; (2) AABC 的 AB 边 上 的 高 . 
解 (1) 在 A,B,C 三 点 所 确定 的 平面 上 ,如 图 1-8-5 所 示 ， 


SAABc 一 二 Sounc 
=- 二 1 砚 x 克 1， 


而 AB=(1,—3,2),AC=(2,0,—8), 


i 7 

所 以 ABXAC= |1 一 3 2 |==247 十 127 十 返 , 从 而 
2 0 一 8 

| AB x AC |= Va F122 +F6 — 6V21. 


即 ;Siss 二 3 汶 台 为 所 求 . 


习题 1.8 


(2) 设 CH 为 人 ABC 的 AB 边 上 的 高 , 则 
1 
1 站 1 IAB| 


而 |2B| = 正二 于 3 二 于 - VI4, 所 以 |C 疗 |=6 v21 -3 
ol 


由 例 1. 8.4 可 获得 点 到 直线 的 距离 公式 : 
Seaspc LAB x AC | 
| AB | |AB | 


d= | | 


习 题 1.8 


1. 已 知 |#|=1,15|=5,2 .5==3, 求 

(1) |ax2|; (2) [(@@+6)X (均一 2)]? ; 
(3) [( 革 一 2 六 ) X (5 一 2 总 )]?. 
2. 证 明 : 

Ki ed 
(2) 如 果 避 十 5 十 5 二 0, 那 么 


x N 
, 六 
由 
污 
< 


3. 已 知 立 =(2, 一 3,1),5 一 (1, 一 2,3), 求 与 立 ,D 都 垂直 , 且 满 
足 如 下 之 一 条 件 的 向 量 

(1) 己 为 单位 向 量 ; (2) ¢ .d=10,d=(2,1,—7). 

4. 直角 坐标 系 中 三 点 为 A(5,1, 一 1),B(0, 一 4,3),C(1, 一 3,7)， 
求人 ABC 的 三 条 高 . 

5. 用 向 量 法 证 明 : 

01) 三 角形 的 正弦 定理 : si a sc’ 


(2) 三 角形 面积 的 海伦 (Heren) 公 式 : 
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S: = plp— (yp—WDC— 
其 中 a,6,c 为 三 角形 三 个 角 A,B,C 所 对 的 边 ,p 一 亏 (a+b 十 c). 


1.9 三 向 量 的 混合 积 


三 个 向 量 Z,5 ,5 进行 内 积 与 外 积 的 混合 运算 时 ,因为 两 个 向 量 
的 内 积 是 数 ,再 进行 外 积 运 算 , 即 (# .5) Xe 就 没有 意义 . 因此 三 个 
向 量 世 ,5 ,© 进行 内 积 与 外 积 的 混合 运算 时 ,只 有 先进 行 外 积 运算 后 
再 进行 内 积 运 算 , 即 (# X65)，5, 这 就 是 混合 积 . 这 一 节 , 我 们 将 介绍 
混合 积 与 空间 平行 六 面体 的 关系 ;混合 积 的 性 质 、 运 算 与 应 用 ,并 给 
出 三 元 一 次 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 的 证 明 . 


1. 混合 积 的 概念 


定义 1.9.1 三 个 向 量 立 ,2 ,z 的 混合 积 是 指 (X65)， 忆 , 记 作 
(dbO) 或 (& ,6 ,0). 

混合 积 具有 下 面 的 性 质 . 

定理 1.9.1 设立 ,2,z 线性 无 关 , 以 ,6 ,5 为 邻 边 的 平行 六 面 
体 的 体积 为 V, 则 (zX5)，c= 土 V. 其 中 标 架 {0O;#,6 ,5) 为 右手 系 
时 取 正 号 ,为 左手 系 时 取 负 号 . 

证 当 {0O;Z#,6 ,5) 为 右手 系 时 , 设 人 人 (#X6,5)==0, 如 图 1-9-1 
所 示 ,0<0< 3, 而 以 ,6 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 为 S 一 1a X61. 


又 平行 六 面体 的 高 为 /一 |z|cos 一 ( 立 XD,z) ,所 以 
了 一 入 一 | 去 XD 1|z|cos 一 (村 XDz) 一 (下 XD)。C 


当 {0;E,6 ,5) 为 左手 系 时 ,如 图 1-9-2 所 示 , 邓 <0<x, 所 以 


(@ X68) .t=—V. 


1.9 三 向 量 的 混合 积 


图 二 = 图 1-9-2 


定理 1.9.2 三 向 量 均 ,2 ,z 共 面 舍 (d X56) .5=0. 
证 ”如 果 忆 xX5==0, 则 结论 成 立 . 下面 就 立 XZ 天 0 给 出 证 明 . 
(二 ) 设 ,5 ,5 共 面 ,因为 X51a#,aX6515, 所 以 

dxXo le, 


故 (&X6) .c=0. 

(二 ) 设 (aX06)，5=0, 则 X51L7, 而 X61Ld,dX615, 故 

os 共 面 . 

定理 1.9.3 轮换 混合 积 的 三 个 因子 不 改变 其 值 ,对 调任 意 两 

个 因子 要 改变 混合 积 的 符号 , 即 
(dabe) 一 (ez) = (Cad) =— (bae) 
=— (Cbd) =— (dc). 

证 因为 轮换 不 会 把 右手 系 变 为 左手 系 ,而 对 换 却 把 右手 系 变 
为 左手 系 ,所 以 结论 成 立 . 

例 1.9.1 设 三 向 量 z,6 ,cz 满足 X50Xe+eXad=0, 则 
zz 共 面 . 

证 因为 X65 十 5 Xe 二 CXE=0, 所 以 (# X65)。5==0, 故 结论 
成 立 . 


2. 混合 积 的 坐标 表示 


在 直角 标 架 {O;7 ,7 六 ,有 } 下 ,我 们 有 下 面 的 结论 . 
定理 1.9.4 设 z=x? 十 yy7 了 十 zk,0 二 x2zi 十 yz 十 Zz,C 二 
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xz 十 30 了 十 zs 下 , 则 
RE 为 
(dbe)= |zxs ys zz 
Es Ys se 
证 因为 &Xx5=|” 于 | 了 二 ||, 所 以 
2 Xz 2 Xz 2 YY2 
(XB = V1 Zl 证 1 Xl i 1 JI1 , 
2 Xz 2 Xz TX2 2 
故 结论 成 立 . 
浊 太 = Cvpymim jd = mm = Cn gi)s 省 冲 
理 1.9.4 知 ， 


,6,5 共 面 合 | zx: yy: zz2|= 0. 
TX3 Ja 2 
例 1.9.2 已 知 四 面体 ABCPD 的 四 个 顶点 为 A(0,0,0)， 
B(6,0,6),C(4,3,0),D(2, 一 1,3) , 求 此 四 面体 的 体积 . 
解 由 图 1-9-3 知 ,四 面体 ABCD 的 体积 等 于 以 AB,AC,AD 
为 邻 边 的 平行 六 面体 的 体积 的 六 分 之 一 . 因此 
We = 去 | 2B,AC,2D) |. 


而 A 方 一 (6,0,6) ,AC==(4,3,0) ,A 方 一 (2, 一 1,3) ,所 以 
GAB ,AC Dy =— 
故 
Wi 二 | 2B,2C ,AD) |= 1. 


例 1.9.3 设 三 向 量 ,6 ,cz 线性 无 关 , 求 向 量 d 关于 ,6 ,5 的 
分 解 式 . 
解 ” 因 为 ,6 ,cz 线性 无 关 , 所 以 d 一 {#@,5 ,5), 即 
3z,y,z， Dd =xaiw+i+a”. 


图 1-=9-8 


于 是 (dzZce)=z(a5c) 十 y(C25e) 十 zx(epce) 一 xz(G25e) ,所 以 
) 


_ (doe 
芒 二 = 地 
(abe) 
(dde) (abd) 
司 理 可 得 y 二 一 上 一 ,zx 二 一 上 一, 即 
网 ” ri (i 
天 二 (Cd5E) 了 7 Cde) (2d) 
(abe) (abe) (abe) 


在 直角 坐标 系 下 , 例 1. 9. 3 就 是 著名 的 克 莱 姆 法 则 . 
实 因 : 
= i Bo bb 
a dd 
由 d==x@ 十 y5 十 zc 得 线性 方程 组 
oxibyt+ es = dis 


wa bg 3 = ds 


as 并 十 by 十 cax 王 da. 
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而 
Wi 而 而 耐看 
态 二 0 二 | 三 矶 =| 
aa bs cs ds bs cs 
Wi a pb di 
,== | = 
WW 而 aa bs ds 
所 以 当 D=(za5z) 天 0 时 ,线性 方程 组 有 唯一 的 解 
z= y=B:, .Db: 
D D D 
3z 一 2y 十 zx 一 5， 
例 1.9.4 解 线性 方程 组 12z 一 5y 一 4 一 7， 
元 一 一 3 一 35 
解 因为 
3 一 2 | 
D 2 一 5 | 王 帮 下 有 一 5 十 一 2 一 能 下 
1 一 3 一 3 
5 一 2 1 
D, 7 一 5 一 4|=75 十 64 一 21 十 40 一 60 一 42 = 56， 
8 一 3 一 3 
时 瑟 | 
D,=|2 7 一 4 63 一 20 十 16 一 7 十 96 十 30 = 52， 
1 8 一 3 
3 一 2 5 
你 和 2 120 一 14 一 30 十 25 十 32 十 63 一 一 44 
1 人 
所 以 工 站 14,y 站 13 ,> 地 11 为 所 求 . 


1.10 三 向 量 的 双重 


二 
Id 
党 


习 题 1.9 


1. 证 明 下 列 各 题 . 


(tA 


(2) (dD ,cite ) = (ad,0,0) + (a, ,0,); 


(3) (d+6 ,60+e ,etada)=2d ,6,0). 
2. 设 O2A 一 #,0 记 ,OC== 忆 ,证 明 向 量 
产 一 (dXD)+E XxX) xXx) 


垂直 于 人 ABC 确定 的 平面 . 


3. 设 区 =aaEl 十 太 )Es 十 ciEs )1 


bz 十 cszs ,证 明 
Ul 
(起, 六 , 世 ) 二 | az 
U3 


4. 已 知 在 直角 标 架 下 ， 


bi 
bs 


bs 


Q2E1 | DCE2 | CE39D asEl 


C1 
cz | (ElyEzyEs). 


C3 


C= 305), P= (002352 = 0004,6), 
求 以 它们 为 邻 边 的 平行 六 面体 的 体积 . 
5. 在 直角 标 架 下 的 四 点 为 A(1,4,5),B(1,0,2),C(3,1,7)， 
D(0,2,9), 求 也 点 到 平面 ABC 的 距离 . 


6. 求 一 个 二 次 多 项 式 f(x)， 


3“F(1) = 0,f(2) = 3,f(— 3) = 28”. 


1.10 三 向 量 的 双重 向 量 积 


定义 1.10.1 三 个 向 量 z,6 ,cz 的 双重 向 量 积 是 指 
( 售 芝 页 ) 天 世 。 
因为 X51 ad,dX615, 双 (dX6) Xe de, 所 以 (a XB5) Xe 与 


51 


52 
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,6 共 面 且 有 下 面 的 结论 . 
定理 1.10.1 (dX65)Xe=zxd+y5, 其 中 x= 一 6 。zy 一 
dc. 


证 ” 设 在 直角 标 架 下 , (a X56)Xe=(di,ds,ds3) ,d=(ai ,a ;a3)， 
86=(6b1,02,03) ,= ,cc3), 则 


一 (azp3 — as3bz sa301 — aibs ya1bs — azb1). 


U3 Ul 


bs bl 


QI Q2 


DO bs: 


Ud2 Us 


b» bs 


日 日 


zx5=| 


从 而 


aaspbl — aibs aibs — asb1 


和 


C2 Cs 


=(asb1 — aibs)cs — (aibs — azb1) cs 


(azcs 二 ascs)b1 — (bzcs + bacs)ai 


(det—ac)b— be— bc a 
= bm— (0. Ca. 
同 理 可 得 ds 二 (dc)b (2 eC)a d=(d Cb — (0 Ca. 
所 以 
(dXB) Xz 一 巡 十 双 ， 其 中 zx 一 一 cy 一 ,zz 
必须 指出 ,三 向 量 的 向 量 积 不 满足 结合 律 , 即 
NOX EX NE 
实 因 ZX (GXE)=—(6Xe) Xd=(eX6) Xd= (a. 06— 
(@ » De. 
三 向 量 的 双重 向 量 积 (# X65)Xe 与 TX (5Xe) 的 记忆 法 为 : 
三 向 量 的 双重 向 量 积 等 于 中 间 的 向 量 与 其 余 两 个 向 量 的 数量 
积 的 乘积 减 去 括号 中 另 一 个 向 量 与 其 余 两 个 向 量 的 数量 积 的 乘 
积 . 即 


1.10 三 向 量 的 双重 


吉 
二 
党 


例 1.10.1 证 明 拉 格 朗 日 (Lagrange) 恒 等 式 


攻 dd db 


(i 而 三 


Bod Ds 
证 (Zi XD) ， (ds XB,) 
= 
一 和 
=((@, "dB — (a * Bd) Db, 
= ed) BD Be) — (dy «02) (de * Bb1). 
所 以 


di eds Zi*bs 


(二 = 


前 志高 3 训 | 
在 例 1. 10. 1 中 取 #= 记 二 #s,0 二 人 二 50,, 则 有 
(a X00)’ = 20— (d .0). 
例 1.10.2 证 明 雅 可 比 (Jacobi) 恒 等 式 
(XO XHEXe) Xdat+C Xd XD 一 10. 
证 因为 
(dX X= .OP — (6. cd, 
(bX) XE= dD eo— (ae), 
(Cc Xa XE = (2 .do— (doe. 
三 式 相 加 即 得 
(X20) XHE XO Xdat+C Xd Xo 一 0. 
例 1.10.3 证 明 : 
(而 KOVR RD 一 
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=(d 00 dO— (di ,01d 0,. 


ta KD 
一 一 天 让 站 ) XX 号 i 放 页 》 
一 一 [CCz X60) BD) — (ds X62) «ad1)61] 
一 一 [(za ,02 ,0d — (ds ,bs,d1)01] 
= — Wr 


故 结论 成 立 . 
习 题 1.10 


1. 在 直角 标 架 下 已 知 
= (1,01), B= 00,—B0, FF=(—1,2%,1), 
求 (ZXZ)Xz 与 dX(6 Xe). 
2. 证 明 : (#XO)X (aXe)= (a,0 ,0)d. 
3. 证 明 : (dX6b,cXd,exf) 
=(d,0,d)(c ef)—(a,0,c)(d ,6,7). 
4. 证 明 : ,6 ,5 共 面 售 d XD,6X5,c Xd 共 面 . 


轨迹 与 方程 


平面 或 空间 在 取 定 标 架 后 ,点 就 与 二 元 有 序数 组 (x,y) 或 三 元 
有 序数 组 (x,y,x) 构 成 一 一 对 应 ,从 而 就 可 以 用 “ 数 ” 去 研究 “ 形 ”, 也 
可 以 用 “ 形 ” 来 解释 “ 数 ”. 


2.1 平面 曲线 的 方程 


1. 直角 坐标 系 下 的 平面 曲线 方程 


定义 2.1.1 在 平面 上 取 定 坐标 系 后 ,如 果 方 程 F(x,y) 二 0 与 
平面 曲线 工 满足 : 

(1) 满足 方程 的 有 序数 对 (zx,y) 对 应 的 点 PCz,y) 在 曲线 工 上 ， 

(2) 曲线 工 上 的 任 一 点 P(x,y) 的 坐标 (x,y) 满 足 方程 ， 
则 称 方程 F(zx,y) 二 0 是 曲线 工 的 平面 曲线 方程 . 而 曲线 工 称 为 方程 
F(x,y) 二 0 的 图 形 . 

由 平面 曲线 方程 的 定义 ,平面 几何 图 形 就 可 以 用 代数 方法 来 研 
究 , 向 量 就 是 工具 . 

例 2.1.1 在 平面 上 , 求 圆 心 在 原点 ,半径 为 R 的 圆 的 方程 . 

解 ” 在 圆 上 取 动 点 P(z,y), 则 向 径 O 方 满足 |O 户 | =R, 即 

v 赤 干冰 一 有 

所 以 曲线 方程 xz? 十 y? 一 R? 为 所 求 . 
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类 似 地 ,在 平面 上 ,圆心 在 (a,5) 半 径 为 R 的 圆 的 方程 为 
(ee— w(t = RR, 
值得 注意 的 是 ,有 时 在 化 简 过 程 中 会 增添 不 符合 题 设 条 件 的 内 
容 , 此 时 要 把 这 些 不 符合 题 设 条 件 的 结论 去 掉 . 
例 2.1.2 已 知 两 点 A( 一 2, 一 2),B(2,2), 求 满足 条 件 
BRR)=4 
的 动 点 PCz,y) 的 轨迹 方程 . 
解 ”由 题 设 得 
(zx 十 2) 十 (y 十 2)? (rz—2)’+(y—2)’ =4. 
移 项 得 Vz 十 2)? 十 (y 十 2)7 一 4 十 V(z 一 2)? 十 (y 一 2)7 ,两 边 平方 、 
化 简 整 理 得 


(zx—2)+(y—2) = z+y—2. 
再 平方 得 xy 二 2, 所 以 xy 二 2(x 十 y 一 2 宇 0) 为 所 求 . 
值得 注意 的 是 ,条 件 
Fy 一 220 
不 可 少 . 如 图 2-1-1 所 示 , 满 足 题 设 条 


件 的 仅 是 双 曲 线 > 一 过 的 一 支 


一 2 
业 二 二 (wy Dy 


而 另 一 支 > 一 全 (z 十 y<<2) 不 满足 是 
设 条 件 . 
2. 平面 曲线 的 参数 方程 


曲线 可 视 为 点 运动 的 轨迹 , 当 动 点 P 由 某 一 参数 如 时 间 + 给 出 
时 , 动 点 的 向 径 O 方 就 是 一 个 变量 ,这 时 我 们 称 向 径 O 记 为 变 向 量 . 如 
果 VeE[ra, 中 ,都 能 确定 唯一 的 向 径 O 方 = 关 , 这 时 我 们 称 向 径 产 是， 
的 向 量 函 数 , 记 作 


2.1 平面 曲线 的 方程 


六 三 次 ( 荡 。 EE [asd); 
选 定 标 架 {O;zi ,zs } 后 ,向 量 函 数 可 表 为 
7(2) = z(tyes, tt E [La pb]. 

定义 2.1.2 如 果 向 量 函 数 产 = 产 (7) ,1 ELa,bj] 满 足 : 

(1) 当 t€E [a,6b] 时 ,向 径 关 (1) 的 终点 在 曲线 工 上 

(2) 曲线 工 上 的 任 一 点 P(r() ,y(7)) 都 是 向 径 关 (2) 的 终点 , 则 
称 产 (1) ,l(a 二 1:5) 为 曲线 工 的 向 量 式 参数 方程 . 

由 于 7 产 (1) (a 过 1 志 6) 可 表 为 

PFO) = TD YE 
所 以 曲线 工 的 参数 方程 可 表 为 
w= 
[7 
疾 = y(t)， 
此 称 为 曲线 工 的 坐标 式 参 数 方程 . 

例 2.1.3 一 个 圆 在 直线 上 无 滑动 地 滚动 , 求 圆周 上 一 点 的 
轨迹 . 

解 ”在 直角 标 架 下 , 设 滚动 圆 的 半 
径 为 a, 开始 时 动 点 PP 位 于 原点 . 如 
图 2-1-2 所 示 , 经 过 一 段 时 间 后 , 圆 与 
直线 (zx 轴 ) 的 切 点 移 到 A 点 ,圆心 移 到 
已 上 .于 是 

27=0P =0A4+AC+CP, 

设 1== 人 (CP,CA), 则 C 记 与 x 轴 的 有 向 
角 为 LF,C 户 )== 一 也 一 (其 中 符号 了,C 户 ) 表 示 以 了 为 始 边 , 以 CE 
为 终 边 的 有 向 角 . ) ,从 而 


cE =acos(— 二 中 tasin(— 2 = 中 


=—asinti — acost. 


叉 |CB|=2P = [=0; 所 以 O07=ot? A=0 六 ;从 而 


57 


58 


第 2 章 轨迹 与 方程 


产 二 a(t— sin Di+a(l— cosn)f 
为 动 点 已 的 向 量 式 参数 方程 . 
设 动 点 已 的 坐标 为 C(z,y) , 则 坐标 式 参数 方程 为 
人 = a(t— sint), 


一 
y= a(l— cosi), 


取 1E€E[0,xj 时 ,消去 参数 而 得 普通 方程 
x = aarccos < — M2ay O— 


这 个 方程 比 参数 方程 复杂 得 多 . 取 一 二 t 二 十 时 ,曲线 称 为 旋 轮 
线 或 摆 线 ,如 图 2-1-3 所 示 . 


wy 


O 2an 4an 


图 “县 = 站 中 


例 2.1.4 已 知 大 圆 半 径 为 wa, 小 圆 半径 为 0, 设 大 圆 不 动 , 而 小 
圆 在 大 圆 内 无 滑动 滚动 , 动 圆 周 上 yh 
一 点 了 的 轨迹 称 为 内 旋 线 或 内 摆 “ 
线 . 求 内 旋 线 的 方程 . B 

解 ” 如 图 2-1-4 所 示 , 设 动 点 多 人 
P 开始 运动 时 与 A 点 重合 ,运动 后 AL 
大 小 圆 的 触 点 为 B, 则 OB 一 <， 
CB 一 0, 且 

2=0P -0OC+C， 

设 0= Li,Oc),p= XCP,cB)， 
那么 


S 
和 
Sia 
a 


一 Q 


图 2-1-4 


0 ta, 
二 一 AB= 了 BB; 所 以 9 一 9, 于 是 


2.1 平面 曲线 的 方程 59 
LEP) = 0—p— 0. 


从 而 C 记 =bcos ee, 二 十 psin 分 %97, 故 


号 =[ 人 一 Deosg+beos 300]7 + [® b)sin 9+ bsin “元 9] 
为 所 求 ,其 中 9€ (一 ,十 吕 ). 化 为 坐标 式 参数 方程 是 
工 一 (一 Decosg 十 bcos 二 40， 


= 2 二 0. 
1 


当 a= 二 46 时 ,利用 公式 
cos 30 = 4cos’ 0 一 3cos 0， 
bse 30= 3sin0— 4sin 0 


工 一 Qcos30， 


内 押 线 方 和 为 | _ “sg 这 条 昌 线 称 为 四 尖 点 星 形 线 ,如 图 2-1-5 
录 一 CS 
所 示 . 
KY “天 
图 2-1-5 图 2-1-6 


例 2.1.5 把 线 绕 在 一 个 固定 的 圆周 上 ,将 线头 拉 紧 从 圆周 上 
解放 出 来 , 即 放出 部 分 与 圆周 相 切 , 求 线头 的 轨迹 . 
解 如 图 2-1-6 所 示 , 设 圆 的 半径 为 尺 , 线 头 卫 的 初始 位 置 在 
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圆周 A 点 ,以 圆心 为 原点 ,OA 为 x 轴 , 经 某 一 过 程 后 切 点 移 到 B 
点 ,BP 为 圆 的 切线 , 则 
7 = OP =0B+B, 
设 0= X37,05), 则 
0 = Rees + Ron 


而 L7,0)=0 一 子 ， 
| BP |= AB = RO, 
所 以 


到 Ro[eos(0 于 +sin(9 二 7]- RocsinO7 — cos07). 


故 产 二 O 户 一 R(cos 9 十 9sin 0) 了 十 RCsin 0 一 9cos 0)7 为 所 求 . 化 为 坐标 
式 参 数 方程 为 


T= R(cos 0 0sin 0), 
|， 一 人 (sin0 一 0cos0). 
此 曲线 称 为 圆 的 渐 伸 线 或 切 展 线 . 这 种 曲线 在 工业 上 常 被 采用 ,并 称 
为 齿轮 曲线 . 


3. 普通 方程 与 参数 方程 的 互 换 


消去 曲线 参数 方程 中 的 参数 就 得 到 普通 方程 ,寻找 参数 上 ,由 普 
通 方程 FCz,y) 王 0 找 出 rz,y 与 上 的 关系 式 就 得 到 曲线 的 参数 方程 


z= Zz(t), 
必 = y(t). 
注意 (1) 曲线 参数 方程 不 一 定 都 能 化 为 普通 方程 ; 
T= 二 6， 
Nm eg 


(2) 普通 方程 化 为 参数 方程 时 ,参数 不 唯一 ， 
例如 ,把 椭圆 方程 己 十 尖 一 1 化 为 参数 方程 . 


当 取 x 二 acos 09, 则 y= 二 土 bsin 9, 由 四 个 象限 上 z,y 的 符号 可 得 
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参数 方程 
无 :一 :和 8s 人 5 
O00 Zr 
|， 一 0sin0， 
如 取 y==tx 十 5b, 由 椭圆 的 参数 方程 为 
ee 2a’bt 
bp’ 多 
六 十 Ci 0 
_ 6b(b: — a’t’) 
b+at 
(3) 普通 方程 与 参数 方程 互 换 时 ,要 与 原 曲线 一 致 . 
3 ve 
例如 ， LD (一 co<t< 十 co) 与 光一 z 不 一 致 , 实 因 ， 
y=£， 


= 
并 (oo<it<HoGy = rr 0). 


习 题 2.1 


1. AABC 底 边 的 两 个 端点 坐标 为 也 (一 3,0),C(3,0) ,顶点 A 
在 直线 7+ 一 5y 一 35 二 0 上 移动 , 求 AABC 的 重心 的 轨迹 . 
2. 一 动 点 已 到 A(3,0) 的 距离 等 于 它 到 B( 一 6,0) 的 距离 的 一 
半 , 求 此 动 点 的 轨迹 方程 . 
3. 一 动 点 到 两 定点 的 距离 和 等 于 定 值 mi? , 求 此 动 点 的 轨迹 . 
4. 将 下 列 参 数 方程 化 为 普通 方程 : 
z=at:, 
(1) 一 co<t< 十 coj 
ben 
Z 一 Sint 十 5， 


(2) 0<1t<27r; 
y=—2c0st—1s 


X=R(3sin t 十 cos 31)， 
3 . . QST< Zn 
y=R(3sin t—sin 3775 
5. 化 普通 方程 为 参数 方程 : 
(1) y=zx’; 
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(2) zi + yi =ai (a>0); 
(3) zy —3ary=0(a>0). 


2.2 曲面 的 方程 


1. 曲面 的 一 般 方程 
定义 2.2.1 如 果 三 元 方程 F(x,y,z)= 二 0 或 二 元 函数 z= 


f(x,y) 与 空间 曲面 3 满足: 
(1) 满足 方程 或 函数 的 有 序数 组 (x,y,z) 对 应 的 点 在 上 ; 
(2) 曲面 上任 一 点 的 坐标 (z+,y,z) 满 足 方程 或 函数 , 则 称 方程 
F(x,y,z) 二 0 或 函数 z= 二 f(x,y) 为 曲 
F(x,y,xz) 二 0 或 函数 > 二 f(zx,y) 的 5 六 
形 . | z=f(x,)) 

如 图 2-2-1 所 示 , 在 直角 坐标 系 
下 ,曲面 了 由 函数 z= 二 f(x,y) 给 出 . 
实 点 满足 ,这 时 我 们 称 它 为 虚 曲 面 ,如 
ZX? 十 y? 十 x 十 1 二 0. 有 时 方程 只 表示 空间 一 点 ,如 

ZT! 十 yy 十 z? 二 0， 

有 时 方程 只 表示 空间 一 条 线 , 如 
但 函数 z= 了 f(x,y) 或 方程 F(x,y,z) 二 0 一般 表示 空间 一 张 曲 面 . 

例 2.2.1 今 有 两 点 A(1,2,3),B(2, 一 1,4) , 求 线段 AB 的 垂 
直 平分 面 . 
解 ” 设 到 A,B 两 点 距离 相等 的 点 为 PC(z,y,z), 则 


面 半 的 一 般 方程 , 曲面 3 称 为 方程 
如 果 曲 面 方程 F(x,y,x) 二 0 没有 图 2-2-1 
x? 十 y* 一 0. 
| PA |=| PB |, 


即 
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(z—1Y Ty—2) |e—3 = /zz—2 Tyt1) (4) 
化 简 得 2+ 一 6y 十 2z 一 7 二 0, 此 即 所 求 ( 参 见 图 2-2-2). 


x—y=0 


图 外 23 


图 2-2-2 


例 2.2.2 求 两 坐标 面 zxOz,yOz 所 成 二 面 角 的 平分 面 的 方程 . 
解 ” 因 为 动 点 P(x,y,z) 在 平分 面 上 今 |y| 二 |x|. 所 以 
y= 二 土 x， 
即 z 土 y= 二 0 为 所 求 (参见 图 2-2-3). 

在 图 2-2-2 中 ,我 们 用 三 角形 表示 平面 ,在 图 2-2-3 中 ,我 们 用 
平行 四 边 形 表示 平面 ,也 就 是 说 ,平面 是 无 边界 的 ,这 里 用 了 绘图 的 
一 种 技巧 , 即 用 “框图 ”表示 面 . 

例 2.2.3 坐标 面 yOz 的 方程 是 x 二 0. 

例 2.2.4 平行 于 坐标 面 zxOxz 且 经 过 点 Po。(a,b,c) 的 平面 方 
程 是 

y= 5b. 
例 2.2.5 求 球 心 为 Cl(a,65,c) ,半径 为 R 的 球面 方程 . 
解 ” 设 动 点 为 PCz,y,z), 则 |PC|==R, 即 
(xz—a)? 二 (yb)? 二 (zxz—c):=R’ 
为 所 求 . 
将 球面 方程 展开 后 得 
2 下 =R =0, 
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由 此 可 知 , 球 面 方程 是 一 个 平方 项 的 系数 相等 且 不 含 交叉 项 的 三 元 
二 次 方程 . 反 过 来 , 当 尽 :一 (@ 十 只 十 c) 盖 0 时 ,其 是 球面 方程 ; 当 
恨 一 (2 十 太 十 必 ) 二 0 时 ,其 是 一 点 , 称 为 点 球 ; 当 R? 一 (a 十 W 十 0) 一 
0 时 无 图 , 称 为 虚 球 面 . 


2. 曲面 的 参数 方程 


平面 上 的 点 有 两 个 自由 度 , 即 由 上 、 下 两 个 方位 就 可 以 确定 其 位 
置 ,所 以 用 二 元 有 序数 对 (z,y) 确 定点 . 当 平 面 上 的 点 受到 某 一 方程 
F(x,y) 二 0 的 约束 后 ,其 只 有 一 个 自由 度 , 所 得 到 的 图 形 一 般 是 平 
面 上 的 一 条 曲线 . 所 以 平面 曲线 的 参数 方程 只 有 一 个 参 变 元 

产 一 产 (t). 
而 空间 的 点 有 三 个 自由 度 , 当 受到 某 方程 F(x,y,z) 二 0 的 约束 后 ， 
其 只 有 两 个 自由 度 , 所 得 到 的 图 形 一 般 是 空间 一 张 曲面 ,所 以 空间 曲 
面 的 参数 方程 有 两 个 参 变 元 . 

定义 2.2.2 如 果 VuE[a,oj,VyVoE[c,d], 向 径 关 (xu) 的 终点 
在 曲面 3 上 ,又 YPES, 3uE[a, 妇 ,3oE[c,d],3*0 记 = 六 (uoyvo)”， 
则 称 产 二 产 (u,v) 为 曲面 的 向 量 式 参数 方程 ,其 中 w,v 称 为 参数 ， 

因为 向 径 的 坐标 为 (XCuyv) ,yusv) ,z(u,v)), 所 以 曲面 5 的 坐 
标 式 参 数 方程 为 

T= rx(u,v), 
y= y(u,v), 
过 一 z(u,v). 

例 2.2.6 求 球 心 在 原点 ,半径 为 
R 的 球面 参数 方程 与 一 般 方程 . 

解 ” 如 图 2-2-4 所 示 , 设 球面 的 动 
点 为 P(x,y,z),P 在 xOy 平面 上 的 投 
影 为 Q, 取 参 数 为 和 (KE,05) = 9， 
XY,08)=0, 其 中 0 寺 g 过 x,0 志 0 过 
2x, 则 图 2-2-4 


2.2 曲面 的 方程 


OQ = Rsin p， 

于 是 球面 的 坐标 式 参 数 方程 为 

T= Reos sin p， 

: = Rsin0sing, 0Z0I0<2r, 0<op<n. 

z= Rceos 9, 
向 量 式 参数 方程 为 

产 一 Reos gsin p 了 十 Rsin gsin 97 + Reos pk. 
消 掉 参 数 即 得 一 般 方程 

2Z2 十 形 十 好 一 及 2 

例 2.2.7 求 以 xz 轴 为 中 心 轴 ,半径 为 R 的 柱 面 参 数 方程 与 一 
般 方程 . 

解 ” 如 图 2-2-5 所 示 , 设 柱 面 上 的 动 
点 为 P(rz,y,z),P 点 在 xOy 平面 上 的 投 
影 为 Q, 取 参数 为 

u=z, Li,O0G) = 0， 
其 中 一 ce<x< 十 ce,0 委 0<<2rx, 则 
06 = Reos07 + Rsin07, 
于 是 参数 式 方程 为 
产 一 Reos O07 + Rsin OF + ug. 
坐标 式 参 数 方程 为 
x= Reosy, 
y=Rsim, — 人 Qu 0 2 
之 一 化 


消去 参数 得 一 般 方 程 


zy = RR 
3. 球 坐标 


空间 中 的 任意 一 点 已 的 位 置 由 有 序数 组 (r,0,g) 给 出 ,其 意义 
如 图 2-2-6 所 示 , 有 序数 组 (~,0,9) 称 为 球面 坐标 . 其 与 空间 直角 坐 
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标的 关系 为 
工 一 rcos Osin p， 
y = rsin Osin p， 
z=rcosg, 
其 中 0 委 r 志 十 ce ,0 委 0<<2r,0 委 po 入 7. 
球 坐 标 系 中 的 坐标 面 
当 一 mm( 常 数 ) 时 ,坐标 面 为 球面 ; 
当 pg 二 go (常数 ) 时 ,坐标 面 为 锥 面 ; 
当 0 一 % (常数 ) 时 ,坐标 面 为 半 平 面 (参见 图 2-2-7). 


图 22- 图 :2-7 


4. 柱 坐标 


空间 中 的 任意 点 已 的 位 置 由 3 个 参数 (rx,0,z) 给 出 ,其 意义 由 
图 2-2-8 所 示 ,(r,0,z) 称 为 柱 面 坐标 . 
从 其 与 空间 直角 坐标 系 的 关系 得 


w= 76os'0 


y = i Os 
= 
其 中 0 委 r 二 十 ce ,0 寺 9<2x, 一 < 之 xz 过 十 0. 


柱 坐标 系 中 的 坐标 面 
当 一 mo (常数 ) 时 ,坐标 面 为 柱 面 ; 


习题 2.2 


当 z= 二 zo (常数 ) 时 ,坐标 面 为 平面 ; 
当 0 二 0, (常数) 时 ,坐标 面 为 半 平 面 (参见 图 2-2-9). 


习 题 2.2 


1. 求 到 A(4,0,0) 与 到 坐标 面 xOy 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 . 
2. 在 空间 选择 适当 的 坐标 系 , 求 下 列 点 的 轨迹 方程 : 
(1) 到 两 个 定点 的 距离 之 比 等 于 常数 的 点 的 轨迹 ; 
(2) 到 两 个 定点 的 距离 之 和 等 于 常数 的 点 的 轨迹 ; 
(3) 到 两 个 定点 的 距离 之 差 等 于 常数 的 点 的 轨迹 . 
3. 求 下 列 各 球面 的 方程 : 

(1) 球 心 在 原点 且 过 点 (6, 一 2,3); 

(2) 一 条 直径 的 两 个 端点 是 (2, 一 3,5) 和 (4,1, 一 3); 
(3) 通过 原点 与 (4,0,0),(1,3,0),(0,0, 一 4). 

4. 求 下 列 球面 的 球 心 与 半径 : 

(1) zx: 十 十 zx? 一 6Xx 十 8y 十 2z 十 10 二 0; 

(2) zx 十 十 ?十 2X 一 4y 一 4 二 0. 

5. 求 球 心 在 C(a,b,c) ,半径 为 R 的 参数 方程 . 

6. 消去 下 列 参数 方程 中 的 参数 u,v, 化 为 一 般 方程 : 
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X=u, 
让 下放 孝昌 一 zx2 十 只 委 1; 


X=acosu, 
(2) 4y=asinu, 0<u<2x, 一 co<<v 才 十 ce. 
z 一 只， 


7. 在 球 坐 标 系 中 ,下 列 方程 表示 什么 图 形 ? 
(1) r=5; 2 Ca = 
8. 在 柱 坐标 系 中 ,下 列 方程 表示 什么 图 形 ? 


(1) r=2; 区 (3) z=—1. 


2.3 空间 曲线 的 方程 
1. 空间 曲线 的 一 般 方程 


oe Bi Civ) =0s 
定义 2.3.1 ”如果 三 元 方程 组 与 空间 曲线 了 
F(x,y,z)=0 
满足 ， 
(1) 满足 方程 组 的 有 序数 组 (zx,y,z) 对 应 的 点 在 曲线 工 上; 
(2) 曲线 工 上 任 一 点 的 坐标 (zx,y,z) 满 足 方程 组 . 
Fi Crzyz) 一 0， 、 
由 称 方程 组 | 为 空间 曲线 工 的 一 般 方程 . 


2(Zyyz) 一 0 


空间 曲线 
Fi(zx,y,z) 一 0， 
pe 一 0 
可 理解 为 两 张 曲 面 


天 一 


2.3 空间 曲线 的 方程 


的 交 线 (如 图 2-3-1 所 示 ) ,所 以 一 般 方 
程 由 方程 组 给 出 . 

从 代数 上 知道 ,方程 组 可 以 进行 同 
解 变 形 . 所 以 曲线 的 一 般 方程 可 以 用 不 
同形 式 的 方程 组 来 表达 ,但 表达 同一 条 
曲线 的 方程 组 是 等 价 的 . 例如 > 轴 可 表 


4 Fx,y, 2)=0 


F(x, y, 2)=0 


x 


图 2.3-1 为 ("一 0 也 可 以 表 为 
二 0 
ZX 十 y= 三 0， 
bd 
例 2.3.1 在 坐标 平面 zxOy 上 ,半径 为 R 的 圆 可 表 为 
于 生计 赴 半 三 虽 
py 
也 可 以 表 为 | -_。 “0 


例 2.3.2 圆锥 面 z== Vx 十 y 与 椭圆 柱 面 x* 十 3x? 二 1 的 交 线 
(参见 图 2-3-2) 可 由 方程 组 


:dT 
z* 十 3X* 一 1 
给 出 ,也 可 由 方程 组 
z= V1l— 3zx’, 
we = 1 
给 出 . 其 中 
z= VT +y, 图 -3-2 
六 二 3%? 一 了 


是 外 面 与 柱 面 的 交 线 ,| ， “是 村 而 与 栓 面 的 交 线 
党 y=1 


例 2.3.3 抛物 面 一己 十 y 与 平面 x 十 y 十 xz 二 1 的 交 线 为 
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站 
其 是 平面 zx 十 y 十 = 的 一 个 椭圆 ( 参 


见 图 2-3-3). 
2. 空间 曲线 的 参数 方程 


空间 中 的 点 有 三 个 自由 度 , 当 受到 方 
程 组 


Fi(z,y,z) 一 0， 
人 eye 三 人 
的 约束 后 ,其 只 有 一 个 自由 度 , 所 以 空间 曲线 的 参数 方程 是 一 个 参 变 
元 的 方程 . 即 向 量 式 参数 方程 为 
产 一 关 ( 或 产 = zDD)7 二 y(2)7 十 xz(DR. 
坐标 式 参 数 方 程 为 


T= x(t), 
bs QA 
zz 二 z(t)， 
例 2.3.4 一 个 质点 一 方面 绕 x 轴 作 等 角速度 的 圆周 运动 , 另 
一 方面 平行 于 x 轴 作 匀速 直线 运动 , 求 此 质点 运动 的 轨迹 . 
解 ” 如 图 2-3-4 所 示 , 设 质点 运动 的 
起 点 为 A(a,0,0), 角 速度 为 w, 在 1 秒 后 运 


Q , 取 
0= wt = Xi,00), 
则 O06@=bwi 记 = 600 有 ,而 产 =O0P=0@ 十 
Q 户 ,所 以 
产 一 acos wt? Tasinwtf + bik 
为 所 求 的 向 量 式 参 数 方程 . 
坐标 式 参 数 方 程 为 
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X= acosyb, 
y=asin0, 0€ (一 c ,十 ce)， 
x = Bs 

消去 参数 后 得 一 般 方程 为 


二 asin 之 . 
3 一 smD 


此 方程 组 可 化 为 十 y 二 a? ,这 说 明 所 求 曲 线 在 圆柱 面 上 , 故 称 此 
曲线 为 圆柱 螺旋 线 . 


习 题 2.3 


1. 平面 +==C 与 +? 十 y: 一 2x 二 0 的 交 线 是 什么 图 形 ? 
2. 指出 下 列 曲面 与 坐标 面 的 交 线 是 什么 图 形 ? 

(1) z2 十 多 十 16 对 一 64; 

(2) zz 十 4 光一 16 半 一 64; 

(3) xz’:—4y’—16z’=64; 

(4) z 十 9y2 一 10z。 


3， 求 空间 出线 ”0 的 参数 方程 
ZX 十 z* 二 0 
4. 把 下 列 曲 线 的 参数 方程 化 为 一 般 方程 : 
Xx 二 6t 十 1， 
C1 es 一 co<t<+o%; 


2 一 好 ， 


X=3sints 
(2 | 二 
过 一 4cogs ty 


平面 与 空间 直线 


平面 与 空间 直线 是 空间 中 最 简单 的 图 形 ,这 一 章 用 向 量 去 研究 
这 些 简单 而 又 最 基本 的 图 形 , 从 而 建立 平面 与 空间 直线 在 直角 标 架 
下 的 方程 ,以 及 讨论 它们 的 位 置 关系 . 


3.1 平面 的 方程 


1. 平面 的 点 位 式 方程 


利用 “两 条 相交 直线 可 以 确定 且 只 能 确定 一 个 平面 "的 结论 ,我 
们 现 转 为 用 向 量 来 讨论 ,从 而 建立 平面 的 点 位 式 方程 . 

定义 3.1.1 在 空间 给 一 定点 P。 与 两 个 线性 无 关 的 向 量 ,5 ， 
那么 可 以 唯一 确定 通过 Po (zxo ,yo ,zo0) 且 与 ,0 平行 的 平面 x, 向 量 
如 ,0 称 为 平面 x 的 方位 向 量 . 

取 仿 射 标 架 10; gei，, zs， zs }) ,如 
图 3-1-1 所 示 , 设 平面 x 上 的 动 点 为 
toes 加 = 基 一 
OP,7 一 OP ,由 此 得 平面 x 的 向 量 式 
参数 方程 为 

产 二 关 十 u@ 二 vb. 


设 #=(z1 sy) 0 = (Ya 2), 


3.1 平面 的 方程 ”73 


则 得 平面 x 的 坐标 式 参数 方程 


T= zo TT ur Tes, 


= yuyiTvys, xuE (一 co 十 ce) 


适 


zz 二 zo 十 Uz1 十 Vz2， 
由 于 
(F—F0) (dXB) =(ua tvd). (dXxD) 
=u(d,d,0)+vd,d,6) 一 0， 
所 以 平面 x 的 方程 又 可 表示 为 


TXTo yy 一 yo 之 一 之 0 


Xz yz2 之 2 
用 上 述 方法 得 到 的 平面 方程 都 称 为 平面 的 点 位 式 方程 . 
例 3.1.1 设 空间 不 共 线 的 三 点 为 P (zi ,yi ,zi1) ,P(x ,yz ,22)， 
Ps (73 9.y3 9 之 3 ) , 求 过 此 三 点 的 平面 元 的 方程 . 
解 ” 设 动 点 PCz,y,z)Er, 取 方位 向 量 为 


a (Za 一 Ziyyz 一 yiyzz 一 zl)， 


b Vis T1993 V1 » Xa i) sy 
且 记 = 二 (zi,y1)21), 产 二 (Xz 一 X19 一 J1,z 一 z1), 则 平面 x 的 向 量 式 
参数 方程 为 


六 一 六 十 好 十 0， 
坐标 式 参数 方程 为 


De i 


y= Yiulys Om y) Tv(ys 一 yi1)， Wo ey eh 
二 wi 十 wl(zz COC) 十 v(zs CO— 1), 


由 于 (7 一 产 )，(ZX56)==0, 所 以 所 求 平面 x 的 方程 为 


工 一 1 开光 Zl 


Xz ZI YY 2 zi | 一 和 


Xs TI Ys JI Zs Zl 
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六 部 器 1 
小 gi 1 

也 可 以 表 为 | ” ”|=0. 
Xx: y za 1 


Za 3》 za 1 

这 些 方程 称 为 平面 x 的 三 点 式 方程 
作为 三 点 式 方程 的 特例 , 那 就 是 三 个 点 分 别 在 三 条 坐标 轴 上 , 即 
Pilas O00) Py(O0Ds 0)sPs (95056025 学 
此 即 平面 x 与 三 条 坐标 轴 的 交点 ( 参 caP(0, 0, 0) 
见 图 3-1-2). 由 三 点 式 方程 得 

六 == 筷 注 器 
一 4 0 0|=0,， 


P,(0, b, 0)» 


和 Pi(a, 0, 0) 
即 bczx 十 acy 十 abz 二 abc. x 
当 abc 关 0 时 ,得 平面 的 截 距 式 图 3-1-2 
方程 


a 
其 中 4,b,c 分 别称 为 平面 在 三 条 坐标 轴 上 的 截 距 . 
2. 平面 的 一 般 方程 
在 平面 的 点 位 式 方程 


让 一 To 一 yo 之 一 之 0 


Xl YY1 SY 一 心 
Xz2 3 之 2 
中 ,展开 后 得 一 个 三 元 一 次 方程 Ax 十 By 十 Cz 十 D 二 0, 其 中 
站 = JI Zl 。 答 王 由 Xl 
2 Xz2 wi 
Xo .yo 2%o 
Z1 yy 
C= ， ， i = | 
2 yz 


3.1 平面 的 方程 


因为 向 量 立 一 (zy yz ),5 一 (zy ;zz) 不 共 线 ,所 以 A,B， ee 
为 零 ,这 说 明 空间 平面 可 用 关于 x,y,z 的 三 元 一 次 方程 给 出 . 反 
来 , 当 A,B,C 不 全 为 零 时 ,不 妨 设 A 隆 0, 则 由 

Azr 十 By 十 Cz 十 D=0 


全 
D 
A (z+ 是 + ABy 十 4cz = 0 
即 
D 
+ 是 yy 
咏 ”一 丰 Wl 
C 0 一 A 


这 说 明 三 元 一 次 方程 表示 一 张 平面 , 即 下 面 的 定理 . 
定理 3.1.1 空间 平面 的 方程 可 表 为 Ax 十 By 十 Cz 十 D==0, 又 
一 次 方程 可 确定 空间 一 张 平面 . 
方程 Ax 十 By 十 Cz 十 D==0 称 为 平面 x 的 一 般 方程 . 
由 平面 方程 的 一 般 方程 可 获得 平面 的 几 种 特殊 位 置 . 
(1) D==0 售 平面 7 经 过 原点 ; 
(2) D 关 0,A==0 售 平 面 x 平行 于 x 轴 
仿 平 面 7 的 一 般 方 程 中 不 含 x， 
D 关 0,B 二 0 今 平面 x 平行 于 y 轴 
今 平 面 7 的 一 般 方 程 中 不 含 y， 
D 关 0,C==0 今 平面 x 平行 于 zx 轴 
今 平面 7 的 一 般 方程 中 不 含 < 
(3) D 关 0,A==0,B==0 仿 平面 x 平行 于 xOy 平面 ， 
D 关 0,B= 二 0,C 二 0 信 平 面 x 平 行 于 yOxz 平面 ， 
D 关 0,A 二 0,C 二 0 售 平 面 x 平 行 于 xOz 平面 . 
例 3.1.2 求 通过 点 P, (2, 一 1,1),P;(3, 一 2,1), 且 与 z 轴 平 
行 的 平面 方程 . 
解 ” 因 为 所 求 平面 平行 于 x 轴 , 所 以 平面 方程 为 
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Ar 十 By 十 D=0. 

其 通过 友 Pj(25 一 1 了 ;Py (C35 一 8931 为 质 以 
2A—B+D=0, 
[i i 

一 1 1 证 罗 2 一 1 

: : 二 1] : 1: 一 1, 旧 
| ae i 
Zz 十 y 一 1 二 0 为 所 求 . 
3. 平面 的 法 式 方程 


利用 “过 直线 外 一 点 可 以 确定 且 只 能 确定 一 个 平面 与 已 知 直 线 
垂直 ”的 结论 ,我们 现 用 向 量 来 讨论 , 即 得 平面 的 点 法 式 方程 . 

定义 3.1.2 在 空间 给 一 定点 
Po 《xo ,yo ,zo) 与 一 个 非 零 向 量 元 ,那么 
可 以 唯一 确定 通过 P, 且 与 元 垂直 的 平 
面 x, 向 量 元 称 为 平面 x 的 法 向 量 . 

取 直 角 标 架 {O 广 了, 有) ,如 图 3-1-3 
所 示 , 设 平面 + 上 的 动 点 为 

P(xz,y,z), 


总 L 六 
即 ( 产 一 产 )。 元 一 0. 设 区 一 (A,B,C) ,于 是 
ACz 一 ia) 十 BOy 一 mw) 十 CC 一 so) = 0. 

此 方程 称 为 平面 x 的 点 法 式 方程 . 

在 点 法 式 方程 中 可 以 看 到 ,一 次 项 
系 构成 的 有 序数 组 正好 是 平面 的 法 向 
量 , 即 元 一 (A,B,C). 

如 图 3-1-4 所 示 , 设 Pu 点 为 从 原点 
引 平 面 x 的 垂 线 的 垂 足 , 则 原点 到 平面 
图 3-1-4 x 的 距离 为 p=10Ps|. 取 法 向 量 的 单位 
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向 量 为 着 且 与 GO 及 同 向 , 则 
OP, = pr’. 
再 取 平面 上 的 动 点 为 P,O 户 =7, 则 Po 户 | z ,于 是 
i (FC— pi') = 0, 
即 
i Fp=0, 
此 即 平面 x 的 向 量 式 法 式 方程 . 取 
产 一 (Zy,z)， HR = (cosa,cosB,cosY), 
则 
ZXcosa 十 ycosB 十 zcos 7 一 p= 二 0， 

此 即 平面 x 的 坐标 式 法 式 方程 ,简称 法 式 方程 . 

法 式 方程 有 两 个 特征 . 

(1) 一 次 项 系数 的 平方 和 等 于 1; 

(2) 常数 项 非 正 . 

就 平面 的 一 般 方程 Ax 十 By 十 Cz 十 D 二 0, 取 

1 
~ VATEFTCO 
则 平面 方程 MAz 十 MBy 十 MCz 十 MD=0 的 一 次 项 系数 满足 
CAA) + AB)+AC) = 1. 

再 取 4 的 符号 使 得 和 4D 二 0, 由 此 可 得 平面 一 般 方 程 到 法 式 方程 的 转 
换 , 这 个 过 程 称 为 法 式 化 . 而 确定 符号 的 4 称 为 法 式 化 因子 . 即 平面 
的 一 般 方程 乘 上 一 个 法 式 化 因子 后 就 得 到 一 个 平面 的 法 式 方程 . 

例 3.1.3 已 知 两 点 P, (1, 一 2,3),P:(3,0, 一 1), 求 线段 PP， 
的 垂直 平分 面 x 的 方程 . 

解 Pi,P; 的 中 点 为 Pu(2, 一 1,1) ,平面 x 的 法 向 量 为 

区 二 (1,1, 一 2)， 
所 以 平面 的 点 法 式 方程 为 
(z—2)++ (y+1)—2(z—1)=0. 

整理 后 ,x 十 y 一 2z 十 1 二 0 为 所 求 . 


A 
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例 3.1.4 把 平面 x 的 方程 3z 一 2y 十 6 十 14 一 0 化 为 法 式 方 
程 , 求 原点 指向 平面 x 的 单位 法 向 量 及 其 方向 余弦 ,并 求 原 点 到 平面 


7 的 距离 . 
解 ” 法 式 化 因子 为 
! ! 
VT 7 
于 是 法 式 方程 为 
了 了 了 区 王 认 
从 而 
oo 一 [32 6 
四 -| 7 |， 
所 以 方向 余弦 为 
cosa 一 3， cos8 一 三 ， cosy 一 一 个 
原点 到 平面 x 的 距离 p= 二 2. 
习 题 3.1 


1. 求 下 列 平面 的 坐标 式 参 数 方程 与 一 般 方 程 : 


(1) 通过 P, (3,1, 一 1),P,(1 ,一 1,0) 且 平行 于 向 量 (一 1,0,2); 
(2) 通过 P1(1, 一 5,1),Ps(3,2, 一 2) 且 垂直 于 xOy 坐标 面 ; 
(3) 已 知 三 点 A(5,1,3),B(1,6,2),C(5,0,4), 所 求 平面 通过 


A,B, 且 与 人 ABC 所 在 平面 垂直 . 


2. 化 平面 方程 + 十 2y 一 x 十 4 二 0 为 截 距 式 与 参数 式 方程 . 


3. 设 x: Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0,5 二 (m,n,p) ,证 明 : 
T/) nSOAm+Bn+tCp = 0. 


4. 役 A(C3,10; 一 5);B(0;12s5a) sx; 7x 十 4y 一 z 一 1 二 0; 已 知 


AB/x, 求 a. 
5. 化 平面 的 一 般 方程 为 法 式 方程 : 


3.2 平面 与 点 .平面 与 平面 的 相关 位 置 “79 


(1) 元 一 2 十 驱 一 3 一 0 (2) 元 一 yy 十 1 一 05 
(3) z 十 2 一 0; (4) 4z 一 4y 十 7z 一 0. 
6. 求 自 原点 引 平面 2z 十 3y 十 6z 一 35=0 的 垂 线段 之 长 与 指向 


平面 的 单位 法 向 量 与 方向 余弦 . 
3.2 平面 与 点 、 平 面 与 平面 的 相关 位 置 


空间 中 点 与 平面 的 关系 只 有 点 在 平面 上 与 点 不 在 平面 上 两 种 情 
况 ,点 在 平面 上 的 条 件 是 点 的 坐标 满足 平面 的 方程 . 点 不 在 平面 上 
时 ,由 于 平面 有 两 个 侧 , 要 判断 点 位 于 哪 侧 是 这 一 节 的 任务 . 


1. 点 到 平面 的 距离 


定义 3.2.1 点 Ps 到 平面 + 上 的 所 有 点 的 距离 的 最 小 者 称 为 

P。 点 到 平面 x 的 距离 , 记 作 4d (Po ,r). 
ie; d(P, sx) = min {d(P,,P);P € x}. 

显然 ,过 P, 点 作 平面 x 的 垂 线 , 垂 足 为 P! , 则 P 点 到 平面 x 的 

距离 为 |Bs 忆 |. 如 图 3-2-1 所 示 , 实 因 YQEx， 
| PQ@I>| PoP’ |. 

定理 3.2.1 点 Po (zo ,yo,zo) 到 平面 x: Az 十 By 十 Cz 十 D=0 

的 距离 为 


J -LAzxot+ Byo t+ CrotD | 


A’+B+C 
证 ”如 图 3-2-2 所 示 , YQEX， 
d =| QR |=| 射影 QP, |=| QP, .7 |， 
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设 信 (Gz; 加 zi) 因为 
QP。 (zo 一 而 590 一 Wozo 一 玉 )， 
Azi Byi CD=0; 


, A B 四 
" Ar+BIO VATBTO VA+BTCO) 


| Azxo Byo Czo Ari By Cz1 | 
A’+B’ +C 
a | Axo Byo Gen +-D | 
A TB TC 


2. 平面 的 侧 


平面 x: Az 十 By 十 Cx 十 D=0 把 空间 分 为 两 个 部 分 ,每 个 部 分 
都 称 为 侧 . 如 果 平 面 不 是 铅 垂 面 , 则 把 平面 x 的 两 个 侧 称 为 上 侧 与 
下 侧 . 当然 , 亦 有 左 侧 与 右 侧 或 前 侧 与 后 侧 等 

对 于 不 在 平面 上 的 点 ,其 在 哪个 部 分 呢 ? 

以 点 Pu(zo,yoyzo) 与 平面 x: Az 十 By 十 Cz 十 D=0 为 例 . 

当 C 天 0 时 ,如 果 


D+ st ye ni 


则 点 Po (zo ,yo ,zo) 在 平面 +: Az 十 By 十 Cz 十 D==0 的 下 侧 . 
实 因 : 六 Po (zo ?.y0 ,zo) 在 过 点 (zo,yo,0) 且 垂直 于 坐标 面 TOy 
的 直线 LL 上 ,而 直线 工 与 平面 x 的 交点 是 


B 
ER 
由 一 2 一 人 全 二 Se > 知 点 P, 在 点 Q 的 下 方 ,所 以 点 P, 在 平面 


z 的 下 侧 . 


3.2 平面 与 点 .平面 与 平面 的 相关 位 置 


人 de Hi 
有 下 面 的 结论 . 
定理 3.2.2 设 有 点 Po (zo ,yo ,zo) 与 平面 x: 


Az 十 By 十 Cz 十 D= 0， 


全 CCD 十 Azo 十 By 十 Cxo)<0, 所 以 


当心 才 0 时 
点 Pu 在 平面 x 的 上 (下 ) 侧 
SC(D+ Azo Byo+t Czo) > 0(= 0). 


当 A 关 0 时， 
点 Pu 在 平面 x 的 前 (后 ) 侧 
SA(D++ Azro Byo + Czo) > 0(< 0). 


当 B 天 0 时 ， 
点 Po 在 平面 的 右 ( 左 ) 侧 
今 A(D 十 Azo 十 By 十 Czo) 二 0(<0). 
例 3.2.1 求 由 平面 
Axis 2 一 十 站 一 3 一 0 Nn: 35 十 和 一 6z 一 1 一 0 
所 构成 的 二 面 角 的 角 平 分 面 的 方程 ,在 此 二 面 角 内 有 点 


人 (12 站 
解 设 角 平分 面 上 的 动 点 为 PCzyyvz), 则 
12% 一 3 十 舌 一 31 1 转交 一 拒 一 1| 
1 7 


于 是 角 平 分 面 有 两 个 , 即 
一 二 二 有 = 二 二 ly 下 B322 二 18 一 0. 


因为 
二 
= 一 8 
所 以 点 M 在 平面 ri 的 下 侧 . 又 
一 8 和 3 当 工 十 汪 芝 2 一 和 一 3 一 下 和 05 
所 以 点 M 在 平面 rz 的 下 侧 , 如 图 3-2-3 
所 示 . 图 88 
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在 平面 5x 一 13y 十 32z 一 18 二 0 上 任 取 不 在 平面 x 与 上 的 一 
点 ,如 R, (车,0,0) ,因为 


2(2x 轩 -1X0+2X0-3]= 把 >0， 


6(3x 甘 +2x0 6x0 1]<o, 


所 以 平面 5x 一 13y 十 32z 一 18 二 0 不 满足 题 设 条 件 , 舍 去 . 
在 平面 23z 一 y 一 4z 一 24 王 0 上 任 取 不 在 平面 mm 与 x; 上 的 一 
点 ,如 Qu(0,0, 一 6) ,因为 
2(2X0 一 1X0 十 2( 一 6) 一 3) = 一 30 二 0， 
6(3X0 十 2X0 一 6( 一 6) 一 1) = 一 210 一 0， 
由 于 Qu 在 a 与 zz 的 同 侧 . 所 以 平面 
237 C—O—43 一 2 二 0 


为 所 求 . 
3. 两 平面 的 相关 位 置 
空间 两 平面 的 相关 位 置 有 三 种 , 即 相交 ,平行 与 重合 . 
定理 3.2.3 设 两 平面 的 方程 为 


fm: Ar 二 Biy 二 Cz 二 Di 0,， zz: AzsXx+ By 二 Cz D; 人 
则 


A! _ BC 


三 平行 € : 
Nl 与 ra 平行 2 B, 全 D; ; 


A B C D 
EE A 5 1 1 1 
Xi 与 zo 重合 A B, G, Ds: 


证 由 方程 组 
Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di = 二 0， 
为 5 元 十 了 :7 十 Coz 十 Dz= 王 0 

的 解 即 知 结论 成 立 . 


3.2 平面 与 点 .平面 与 平面 的 相关 位 置 


在 直角 坐标 系 下 ,由 于 两 平面 的 法 向 量 为 
Bs 
所 以 ， 
ri 与 xs 相交 售 刘 | 与 元 s 不 平行 ; 
ri 与 x 平行 或 重合 售 刘 // 产 ; 
Ai | mp 全 区 | 元 :使 AAA, 十 BB, 十 CC = 二 0. 
而 两 平面 x 与 x 的 夹 角 


i 
2 ni 
Ci = 
(参见 图 3-2-4) 
又 eos (Rts Re) 一 2， 
| 充 | | 元 :| 
所 以 
[| 图 3-2-4 
COSZ (Ni yAs) = 圭一 
| 去 | | 元, | 


AiA;s 十 BiB; 二 CiC; 
4 十 Bi 十 CI vAzs+Bi+C 
例 3.2.2 求 两 平面 
mm:l9z—4y 十 8z 十 21 = 一 0， xz:19z 一 4y 十 8z 十 42 = 二 0 
的 距离 . 
解 ” 因 为 两 平面 的 法 式 因 子 均 为 
A V1i9? 十 从 十 87 一 一 21， 


所 以 两 平面 的 距离 为 4 一 和 一 1. 

注 ”如 果 法 式 因 子 不 同 号 , 则 两 平面 的 距离 取 加 号 . 

例 3.2.3 求 两 平面 ni:zx 十 y 一 11 一 0 与 x;:3Xx 十 8 二 0 所 成 
的 角 . 

解 ”因为 而 三 (1 1 0) 庆 三 (3 0,0) 所 以 


| -二 Ee: 二 + 宙 ， 
| 元 | | | 要 全 2 


COs/ (NA ,Az) 
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故 两 平面 的 夹 角 为 于 或 = 
例 3.2.4 设 三 个 平行 平面 
mm:Az 十 By 十 Cz 十 D, 一 0，& 一 1,2,3， 
点 工 ,P,Q 依次 在 ri,m,r 上 , 求 三 角形 ALPQ 的 重心 的 轨迹 
方程 . 
解 设 L(ms 人 had)Pls; ws)jsQ(wami 则 
Ar 十 By 十 Ce 十 Di =0, k=1,2,3, 
设 三 角形 人 ALPQ 的 重心 为 CCz,y,z), 则 


i 多 十 y% 十 %m 区 十 殉 十 商 
3 2 3 J 3 l 
所 是 四 w 上 Biy FC PtP 为 所 求 . 
习 题 3.2 


1. 求 下 列 平面 的 一 般 方程 : 

(1) 通过 点 Pi1(2, 一 1,1) 和 Ps(3, 一 2,1) 且 分 别 平行 于 三 个 坐 
标 面 的 三 个 平面 ; 

(2) 通过 点 P(3,2, 一 4) 且 在 x 轴 和 yy 轴 上 截 距 为 一 2 和 3 的 


平面 ; 
(3) 与 平面 5x 十 y 一 2z 十 3 二 0 垂直 且 分 别 通 过 三 条 坐标 轴 的 三 
个 平面 ; 


(4) 已 知 两 点 P1(3, 一 1,2) 和 Ps(4, 一 2, 一 1), 通 过 Pi 且 垂 直 
于 PiP; 的 平面 ; 
(5) 原点 O 在 所 求 平面 的 正 投 影 为 P(2,9, 一 6); 
(67 过 点 Pi(3, 一 5, 了 和 Pz(4,1,2) 且 垂直 于 
zy 二 3 一 1 二 0 
的 平面 . 
2. 判别 点 P(2, 一 1,1),Q(1,2, 一 3) 位 于 下 列 两 相交 平面 所 分 
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空间 的 哪个 部 分 : 
(1) m :3x—y+2z—3=0 与 zy:x 一 2y 一 z 十 4 二 0; 
(2) 和 :2z 一 y 十 5z 一 1 一 0 与 x :3 一 27y 十 6z 一 1 一 0. 
3. 判别 下 列 各 对 平面 的 相关 位 置 : 


(1) z 十 2y 一 4z 十 1 一 0 与 邯 十 部 xz 一 3 一 0; 


(2) 2z 一 y 一 2z 一 5 一 0 与 x 十 3y 一 z 一 1 一 0; 
(3) 6x 十 2y 一 4z 十 3 二 0 与 9z 十 3y 一 i 
4. 求 下 列 各 对 平面 所 成 的 角 : 
(1) zx 十 y 一 11=0 与 3z 十 8 一 0; 
(2) 0— yt 6z—12=0 与 了 十 2 十 2 一 7 一 0. 
5. 求 过 = 轴 且 与 平面 

2z 十 y 一 V5z 一 7 一 0 


成 60" 角 的 平面 . 
3.3 空间 直线 的 方程 


1. 直线 的 点 向 式 方程 


利用 结论 “过 直线 外 一 点 可 以 确定 而 且 只 能 确定 一 条 直线 与 已 
知 直线 平行 ”, 我 们 用 向 量 来 讨论 ,从 而 建立 空间 直线 的 方程 . 

定义 3.3.1 过 空间 一 点 Po 能 唯一 确定 
一 条 直线 / 与 已 知 非 零 向 量 立 平行 ,向 量 羡 
称 为 直线 / 的 方向 向 量 . 

如 图 3-3-1 所 示 , 取 仿 射 标 架 

《人 本 
取 直 线 ! 经 过 P。 点 且 与 立 平 行 ,在 直线 / 上 
任 取 一 点 P, 则 Po 户 /5, 于 是 记 
OP; =7,, OP =7, 
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则 有 一 7 二 15, 即 产 =7 十 1D. 这 就 是 直线 ! 的 向 量 式 参数 方程 
设 P(z,y,z) ,Po (zo, Yr) ;T=(Cm,Nnsp); 则 有 


T= XoTmt 


y= Tus 


= 
这 就 是 直线 1 的 坐标 式 参数 方程 . 
消去 参数 1 得 
和 一 号 yy 一 yo | 
m1 n p ” 


此 式 称 为 直线 / 的 对 称 式 方程 或 标准 方程 . 

应 该 指出 ,任意 平行 于 直线 1 的 非 零 向 量 都 是 直线 1 的 方向 向 
量 ,所 以 直线 ! 的 任意 两 个 方向 向 量 的 坐标 成 比例 .方向 向 量 立 一 
(mn,p) 的 三 个 数 m,n,p 称 为 直线 2 方向 数 . 

在 直角 坐标 系 下 ,直线 的 方向 向 量 常 取 单 位 向 量 
Tv" = (cosa,cosp,cos 7). 
其 中 cos a,cos B,cos y 称 为 方向 向 量 的 方向 余弦 . 这 时 直线 1 的 
参数 方程 为 产 = 十 D5" 或 


T= Xo TT tcosa, 
y= %t tcos Bp 
过 一 Zo TT tcosY. 
标准 方程 为 
六 Zo _Yy Yo _ 之 0 
cosa cospB cosy 
这 时 参数 + 的 绝对 值 |z| 就 是 P, 到 动 点 距离 , 即 |Po 户 |=|4|. 
实 因 


| B= 产 一 羡 | 三 | 齐 |. 
直线 7 的 方向 向 量 的 方向 余弦 cos a,cos B,cos y 称 为 直线 ;7 的 
方向 余弦 ,直线 1 的 方向 向 量 的 方向 角 ,8,7y 称 为 直线 1 的 方向 角 ， 
方向 数 与 方向 余弦 的 关系 为 
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m n 
cos ua 二 一 一 一 一 一 一 一 ， C0SPB 二 一 一 一 一 一 一 ， 
Wm 十 证 十 六 A | 
cosy 一 -， ， 
/112 2 十 722 十 天 
或 
m n 
cosa ， cosp ， 
mn 十 p? Vm 十 十 
cosy 2 
1122 十 722 六 


例 3.3.1 求 通过 两 点 Pi (ziy,yvz),P: (zyvzs) 的 直线 
方程 . 

解 取 5=(zs 一 zx1,ys 一 y1,zo 一 z1), 设 所 求 直线 上 的 动 点 为 
Pryy,z),F 一 O 方 ,r; 一 OP ,=OP; , 则 所 求 直线 的 参数 方程 为 


让 = 让 7 = 
所 求 直线 的 坐标 式 参 数 方程 为 
T= Zi 和 (zx CO— Zi)t, 


y= — hh tE€ (5,++). 
z= zi 二 (zz — zi)t, 


所 求 直线 的 标准 方程 为 
TT YW - 罗 一 2 
2 一 并 1 de Zz 一 2 


以 上 方程 均 称 为 两 点 式 方程 . 

2. 直线 的 一 般 方程 

如 果 空 间 两 平面 
NisAizx 十 Biy 十 Ciz 十 Di = 0， 
Nz :AzX 二 Bzy 二 Czsz 十 D, 一 0 

相交 , 则 其 交 线 是 一 条 直线 . 而 相交 的 条 件 是 : 

Bi Gi Ci Ai; Ai Bi 
天 区 | | 本 罗 | | 区 要 
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不 全 为 零 . 由 此 得 到 下 面 的 定义 . 
定义 3.3.2 ”如果 空间 直线 ! 上 的 点 的 坐标 满足 线性 方程 组 
Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di = 二 0， 
A:z 十 By 十 Ciz 十 D, = 0. 
又 满足 方程 组 的 三 元 有 序数 组 (rz,y,z) 所 对 应 的 点 在 直线 1 上, 则 称 
方程 组 为 直线 1 的 一 般 方程 . 
因为 平面 mm ,x 的 法 向 量 为 
0 
而 平面 m ,xs 相交 所 得 的 直线 工 的 方向 向 量 立 满足 
十 | 亢 且 训 | i， 
所 以 去 X 元 , 隆 0 时 ,两 平面 x ,xs 相交 , 且 交 线 1 的 方向 向 量 为 = 
苑 1 X 苑 ; , 即 


fi | | | 
| By Gl |G a i B, | 
如 果 点 PuCzs ,yo ,zo) 在 直线 1 上, 则 直线 /的 标准 方程 为 
一 四 一 yo i 之 一 之 0 
Bi 人 GC 区 A!: Bl 
| 上 GG A 网 B， 


例 3.3.2 把 直线 1 的 一 般 方 程 
wT—Dy| 3 —4= 05 
ee 
化 为 标准 方程 . 
解 ” 因 为 充 Xz 二 (1, 一 2,3)X(1, 一 2, 一 1) 二 (8,4,0), 所 以 
直线 1 的 方向 向 量 取 忒 一 (2,1,0). 又 令 y==0 得 z==1,z= 二 1, 即 点 


(1,0,1) 在 直线 /上 , 故 二 一 主 一 为 所 求 . 


3. 直线 的 射影 式 方程 
定义 3.3.3 如 果 空 间 直 线 / 的 一 般 方程 是 两 张 平行 于 坐标 轴 


3.3 空间 直线 的 方程 “89 


的 平面 方程 构成 的 方程 组 , 则 此 方程 组 称 为 直线 / 的 射影 式 方程 . 
如 图 3-3-2 所 示 ,在 直角 坐标 系 10;7,7 了 ,} 下 ,直线 /在 zOy 平 
面 上 的 射影 ; 
mn 二 0， 


之 一 0. 
在 yO= 平 面 上 的 射影 为 
A 十 了 一 0， 
z= 0. 
则 线性 方程 组 
a bye 
四 办 汀 大 
为 直线 ! 的 射影 式 方程 . 


显然 直线 的 射影 式 方程 是 一 种 特殊 的 一 般 方程 , 即 第 一 个 方程 
不 含 (对 应 的 平面 垂直 于 zOy 平面 ) ,第 二 个 方程 不 含 x( 对 应 的 平 
面 垂 直 于 yOx 平面 ). 就 直线 
Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di = 0， 
a Pe Biy+t+ Cz+D: = 0， 
ylB: CG Ci Ai A! Bi i i 
因为 B, Cl’|c, A,l'lA, B, 不 全 为 零 , 所 以 由 两 个 方程 经 
消 元 可 获得 一 个 至 少 含 有 一 个 变 元 的 方程 ,如 
Flza) = 或 Flwi 坟 二 0 或 成 加 二 = 外 
再 将 F(x,y) 二 0 与 方程 组 中 的 一 个 方程 消去 x 得 G(y,z) 二 0( 或 消 
去 y 而 得 G(x,z) 二 0) ,从 而 获得 直线 ! 的 射影 式 方程 
F(x,y) 一 0， 
或 mp 一 0. 
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F(xr,y) 一 0， 
leonn 一 0 
当然 消 元 得 根据 题 设 条 件 去 消 . 
例 3.3.3 把 直线 /的 一 般 方程 
工 一 2y 十 3z 一 4 一 0， 
EE 一 2y 一 zx 一 0 
化 为 射影 式 方程 以 及 标准 方程 . 
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解 ” 两 方程 相 减 得 y 一 4z 十 4 二 0, 代 入 第 二 个 方程 得 
Zz 一 5z 十 4 二 0， 


所 以 方程 组 
y 一 4z 十 4 二 0， 
pi 
为 直线 ! 的 射影 式 方程 . 
又 因为 
Z 十 4 一 。， 十 迁 
5 4 
所 以 直线 1 的 标准 方程 为 
过 十 生 和 半 __ 要 
5 4 1° 
习 题 3.3 


1. 求 下 列 各 直线 的 方程 : 

(1) 通过 点 P; (一 3,0,1) 和 P,(2, 一 5,1) 的 直线 ; 

(2) 通过 点 Po (xo ,yo ,zo) 且 平行 于 两 相交 平面 
msl By oT Og DD; 0w 天 EB 


的 直线 ; 
(3) 通过 点 Pu(1, 一 5,3) 且 与 zx,y,z 三 轴 成 角 60",45",120" 的 
直线 ; 
(4) 通过 点 Puo(1,0, 一 2) 且 与 两 直线 
六 一 和 ww 十 BY wl 
1 1 —1 员 1 一 1 0 


垂直 的 直线 ， 

(5) 通过 点 Po(2; 一 35; 一 5) 且 与 平面 hz 一 3y 一 5z 十 2 一 0 垂直 
的 直线 . 

2. 求 下 列 各 点 的 坐标 : 


(1) 在 直线 < 一 ”一 上 与 原点 相距 25 个 单位 的 点 ; 


3.4 直线 与 平面 直线 与 点 的 相关 位 置 


、 工 一 y 一 4z 十 12 王 0， 
(2) 关于 直 纪 与 点 P(2,0, 一 1) 对 称 的 点 . 
de 称 


3. 求 下 列 各 平面 的 方程 : 
Q) 通过 点 Po(2,0, 一 1) 与 过 直线 < 一 -> 一 < 二 < 的 平面 ; 


2 27z 一 y 十 zx 一 3 一 0， 
(2) 通过 直线 < 一 一 二 与 直 线 { " 平 
Z 十 2y 一 z 一 5 一 0 
行 的 平面 ; 
(3) 通过 直线 < 一 如 = 地 目 与 平面 3z 十 2y 一 = 一 5 一 0 
垂直 的 平面 ; 


5z 十 8y 一 3< 十 9 一 0， 
(4) 通过 直线 {2 ”向 三 个 坐标 面 所 引 的 三 个 
2w—4y 二 T 必 一 1 二 0 
射影 平面 . 
4. 化 下 列 直线 的 一 般 方程 为 射影 方程 与 标准 方程 ,并 求 出 直线 
的 方向 余弦 : 
2z 十 y 一 < 十 1 一 0， 元 十 < 一 和 0 
(GT (2) 
1 pl 
| hi 
划一 名 
5. 一 直线 与 三 条 坐标 轴 间 的 夹 角 分 别 为 ,8,y, 证 明 : 
sinzw 十 sin28 十 sin2y 一 2. 


3.4 直线 与 平面 直线 与 点 的 相关 位 置 


1. 直线 与 平面 的 相关 位 置 


空间 直线 / 与 平面 x 的 相关 位 置 有 : 
(1) 相交 ; (2) 平行 ; (3) 直线 在 平面 上 . 
今 给 出 直线 / 与 平面 x 的 方程 分 别 为 
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T=XoTmt, 
bs x:Az 十 By 十 Cz 十 D=0. 
z 二 zo 十 ft， 
为 求 出 直线 / 与 平面 x 的 交点 ,由 代入 法 得 
— (Am+Bn+tCp)t = Axrot Byot Czot DD. 

由 有 唯一 解 .无 解 与 有 无 穷 多 个 解 得 下 面 的 定理 . 

定理 3.4.1 空间 直线 / 与 平面 x 的 相关 位 置 的 条 件 为 : 

(1) 相交 售 Am 十 Bn 十 Cp 关 0; 
Am 十 Bn 十 Cp 二 0， 
Azo 二 Byo 十 Czo 十 D0; 
Am+t+Bn+Cp=0,， 
Azo 十 Byo 十 Czo 十 D==0. 

在 直角 坐标 系 下 ,因为 直线 / 的 方向 向 量 为 可 二 (m,n,p) ,平面 
x 的 法 向 量 为 站 二 (A,B,C), 又 点 Po (zo ,yo ,zo) 在 直线 1 上 ,所 以 
/平行 于 平面 的 判别 为 

NxrSOT IR 且 Plrosyszo) $x 

由 初等 几何 知 , 当 直 线 / 与 平面 
x 斜 交 时 ,其 交角 p 是 指 直线 / 与 其 
在 平面 zx 上 的 射影 所 构成 的 锐角 ( 参 
见 图 3- 了). 


当 J | 时 ,9 一 六. 设 


(2) 平行 | 


(3) 直线 在 平面 上 后 | 


ZV,N) = 0， 

则 p= ~ ,因而 
1 充 * 立 | 
sinp 一 | cos0 | EE 


| Am 十 Bn 十 Cp | 
A 证 并 
这 就 是 直线 / 与 平面 + 的 夹 角 公 式 . 


3.4 直线 与 平面 直线 与 点 的 相关 位 置 


由 前 面 的 讨论 可 得 下 面 的 结论 . 

定理 3.4.2 空间 直线 : 与 平面 x 平行 或 直线 1 在 平面 x 上 仿 
Am ++ Bn+t+Cp = 0, 

迁 - 臣 心 

m n p 


例 3.4.1 验证 直线 !;- 世 一 2 一 :与 平面 


元 127 十 基 一 有 一 3 一 0 
相交 ,并 求 出 它们 的 交点 与 交角 . 
解 ” 因 为 可 .区 ==2( 一 1) 十 1 十 (一 1)2 3 天 0, 所 以 直线 /与 
平面 x 相交 . 
变 直 线 / 的 方程 为 


而 7x 人 STN/ 


二 一 二 


= 1 十 2t 
代入 平面 x 的 方程 得 + 二 一 1, 所 以 直线 / 与 平面 x 的 交点 为 Po (1， 
如 一 了 严 


yy 一 1 十 上 ， 


| 一 3 1 1 
和 1 W 玉 5 直下 十 多 


sing 一 


所 以 9 一 -人为 所 求 ， 


2. 直线 与 点 的 相关 位 置 


直线 /与 点 Po 的 相关 位 置 有 两 种 , 即 点 Po 在 直线 /上 或 点 P。 
在 直线 ! 外 ,而 点 Po 在 直线 ;上 的 充分 必要 条 件 是 点 P。 的 坐标 满 
足 直线 1 的 方程 . 当 点 Po 不 在 直线 /上 时 ,我们 关注 的 是 点 P。 到 直 
线 /的 距离 . 
定义 3.4.1 点 Po 与 直线 1 上 的 点 的 距离 的 最 小 者 称 为 点 P。 
到 直线 / 的 距离 , 记 作 d(Po ,2). 
ie: d(Po ,1) = min {d(P,,P):PE 717). 
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显然 ,与 点 到 平面 的 距离 一 样 ,过 P。 点 作 直 线 / 的 垂 面 与 直线 / 
相交 而 得 垂 足 Po ,因为 直线 /上 其 他 点 到 P。 点 的 距离 不 会 小 于 P。 
到 垂 足 P! 的 距离 ,所 以 d(Po,1)=d(Po ,PI)==|PoPo|. 


在 直角 坐标 系 下 ,如 图 3-4-2 所 示 , 给 一 定 1 
点 Po Czo,yovzo) 与 直线 
并 一 TI 十 11 Ps 
sar iP 
z 二 十 pt. 图 3-4-2 


由 于 点 BB (zy ) 在 直线 / 上 ,又 直线 / 的 方向 向 量 T=(m,n,p), 
于 是 


射影 PP 一 一 3 


所 以 由 色 股 定理 知 ,P。 到 直线 / 的 距离 
二 一 1 PP | -PE. 
例 3.4.2 求 点 P,(2,3, 一 1) 到 直线 


2z 一 2y 十 z 十 3 一 0， 
本 本 me 


的 距离 . 
解 ” 化 直线 1 的 方程 为 标准 方程 
vs ll a 
2 一 兽 “ 
则 已 (一 1, 一 6, 一 13) 在 直线 /上 ,直线 /的 方向 向 量 立 一 (2,1, 一 2). 
二 二 


PP, = (3,9,12), | PiPo |: = 234， 
万。PiP, 一 6 十 9 一 24 9,，| 评 | 一 3， 
所 以 d= V234 一 9 一 15 为 所 求 . 
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习 题 3.4 


1. 判别 下 列 直线 与 平面 的 相关 位 置 : 
光一 伟 。 训 十 要 
一 此 一 站 


(1) 


3 与 4 2y—2z=3; 


元 有 之 _ 
C2 3 一 二 5 7 3 2y 十 7z 二 8; 


Bi 
G) 人 了 


4w—3 十 7z 一 7 二 0; 
2z 一 y 一 z 一 1 王 0 ey 


苑 一 加 
(4) : 2 十 9 ,与 3z 一 4y 十 7z 一 10 一 0. 


蕊 = 一半 一 二 
2. 确定 m,n 的 值 使 ; 
C1 直线 一 2 一 主 与 平面 mz 十 3y 一 5z 十 1 二 0 平行 ; 
二 2t 十 2， 
(2) 直线 1y 二 一 41 一 5, 与 平面 mz 十 ny 十 6z 一 7 二 0 垂直 . 
过 一 3 一 小 


昌 Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 DD 一 0， 
3. 判定 直线 与 了 
判定 直线 | A et 


(和 1 十 As)z 十 (Bi 十 Ba)y 十 (Ci 十 Ci)z= 二 0 
的 相关 位 置 . 


2 
4 求 点 PC2,3, 一 D) 到 直线 | 3 


w—2y TT d=0s 


“一 2y 二 2z 17 一 0 的 距离 , 


3.5 空间 两 直线 的 相关 位 置 


1. 空间 两 直线 的 相关 位 置 


空间 两 直线 相关 位 置 有 共 面 与 异 面 , 共 面 时 又 有 相交 、 平 行 . 重 
合 等 . 


96 第 3 章 平面 与 空间 直线 


设 两 直线 的 方程 为 


TXl .i | 之 之] 
1 ， 
m1 721 pi 


六 = 
m2 722 p: 
则 点 PCziyyiz) 在 站 上 ,点 Ps(xs,yz,zz) 在 1 上 ,于 是 两 直线 的 
相关 位 置 取决 于 三 向 量 去 三 (7 ,7 ,pi1) ,Vs 二 (12 ,ns Di 
的 相互 关系 ,这 就 是 下 面 的 定理 . 
定理 3.5.1 两 直线 4 与 1, 的 相关 位 置 有 : 
(1) 异 面 售 (D1 ,5 ,PiP;) 去 0; 
se (D1 ,02, PiP;)=0, 
mm Pims 72 : ps; 
(3) 平行 Smi :mn :pi 二 mz : nz : ps 
(Ta): (ya— yi) * (2—21);s 


(4) 重合 后 :ma :pi 二 mz : ns: pz 
=(zs—Zz1) : (ys —H) : (zo—21), 


2. 空间 两 直线 的 夹 角 


定义 3.5.1 两 直线 41 ,ls 的 方向 向 量 去 ,5 的 夹 角 称 为 两 直 
线 4 ,ls 的 夹 角 , 记 作 二 (2 ,li), 即 
Za = Zh = 
由 定义 3. 5. 1 与 前 面 的 讨论 ,可 得 下 面 的 结论 . 
定理 3.5.2 在 直角 坐标 系 下 ,两 直线 2 ,ls 的 夹 角 的 余弦 为 
os (hsb) SE 


7217)22 十 721722 十 pip2 
mi 十 区 十 pi Vm2 十 n2 十 pz . 
推论 在 直角 坐标 系 下 

li | lSOmmz nin pips = 0. 
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3. 两 直线 的 距离 与 公 垂 线 的 方程 


定义 3.5.2 分别 在 两 直线 4,1; 上 的 点 之 间 的 距离 的 最 小 者 
称 为 两 直线 4 与 2 的 距离 , 记 作 4d (1 ,2 ). 
dhsh) = mn (dtPy PhoPy € hsPs EB}. 

定义 3.5.3 与 两 条 异 面 直线 都 垂直 且 相 交 的 直线 称 为 这 两 条 
异 面 直线 的 公 垂 线 , 两 个 交点 的 距离 称 为 公 垂 线 的 长 . 

定理 3.5.3 ”两 条 异 面 直线 的 距离 等 于 公 
年 线 的 长 . 

证 ”如 图 3-5-1 所 示 , 设 两 条 异 面 直线 4， 
4 与 公 重 的 交点 为 Qi ,Q;, 则 VP1 Eli, VP,E€ 
44, 平 移 PiPi 让 Pi 与 Q 重合 ,于 是 

| Qi |=| 揣 影 a PiP; <| PiP; |. 
故 结论 成 立 . 

定理 3.5.4 设 两 条 异 面 直线 的 方程 为 


TX _ YT 1 


0 2 9? 
7721 nl pi 
下 ‘Ta _Y V2 _ 之 2 
m2 722 ps bE 
(PiP, ,5 ,VT,) 
则 直线 五, 的 距离 46 ,4) 一 各 如 :各 站 ,其 中 点 PiCn wy om) 


六 襄 此 二 记忆, 
Ti 一 mionipi), Ts = (m2 ,712 ,ps2). 
证 ”如 图 3-5-2 所 示 , 因 为 以 去 ,5s,PiP; 为 邻 边 的 平行 六 面体 
的 体积 
Vo | 
而 底面 的 平行 四 边 形 的 面积 S$ 王 | (六 X5,)|, 故 直线 2 ,ls 的 距离 


| (PP: ,5 ,5,) | 
| 5 X 5, | 


dlli,l:) 一 
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现 求 两 条 异 面 直线 
1 | 三 党 一 多 un 
mil 721 pi 
0 /| 一 
m2 712 p: 
的 公 垂 线 的 方程 . 


设 公 垂 线 为 4,, 则 mw 可 视 为 由 与 所 确定 的 平面 x 和 由 Am 
与 2 所 确定 的 平面 x 的 交 线 ( 参 见 图 3-5-3). 而 点 Pi (zi,yi,xi) 在 
li = Pal as 9.Vy2 ,xz ) 在 ls 4 又 直线 lo 的 方向 向 量 


To = (m,n,p) 一 起 Ts 


图 :3r5-& 图 3-5-3 


从 而 由 点 向 式 得 到 平面 mm 与 平面 x 的 方程 , 联 立方 程 组 就 是 公 垂 


线 的 方程 , 即 
一 一 一 
m1 nn pi 二 0， 
m n p 
lo: 
于 一 天 Tm TC— 
7722 712 ps: Oe 05 
m n p 
m pi pi mi 7721 721 
其 中 了 更 一 ?天 一 
ns pp: Pp: mm: 7722 72 
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例 3.5.1 求 通过 点 Po(1,1,1) 与 两 直线 


pe 1. 外 。 新 会 区 = 
?下 2 = 1 4 
都 相交 的 直线 方程 . 


解 ” 设 所 求 直线 的 方向 向 量 芯 = (m,n,p), 已 知 二 二 (1,2,3)， 
京 = 一 (25,1y4)v 且 2 经 过 点 BC0,0507 0 经 过 点 Ps(t1;2,3); 从 而 由 
所 求 直 线 与 直线 /1 相交 得 


-证 二 让 一 
( 职 记 总 = 1 3 $= 
m n p 
即 m 一 2n 十 p 二 0. 由 所 求 直线 与 直线 1; 相交 得 
0 1 2 
(Vo 丰 课 | 三 矶 
mW WW 由 


m—2n 二 p=0, 
可 

7 十 27 一 力 一 0 

m:n:p=0:2:4==0:1:2,， 


1 Yl gl 本 
从 而 直线 人 为 所 求 . 
例 3.5.2 已 知 两 直线 


| x 
有 一 1 0 ”1 1 0 


即 交 十 2 一 力 一 0. 由 联 立方 程 组 | 


li: 


证 明 其 为 异 面 直线 ,并 求 其 距离 与 公 垂 线 的 方程 . 
解 ” 因为 
和 
(BB; = | 1 = 和 4 关 的 
于 
所 以 两 直线 为 异 面 直线 . 


设 公 垂 线 为 ,因为 公 垂 线 的 方向 向 量 
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i 了 了 天 
T= XT,=|1 一 1 0|= (0,0,2),， 
1 于 @ 


所 以 两 直线 的 距离 L 一 CD Is) 一 
| XT, | 2 


得 尽 经 过 点 (0605 一 155 丰 天 过 点 Byllsisy 了 Ds 所 以 由 六 与 
公 垂 线 1 确定 的 平面 的 方程 为 


= 


及 全 沉 二 1] 
lL -=1 0 一 0， 
0 0 多 
即 zx 十 y 二 0. 由 4; 与 公 垂 线 1 确定 的 平面 的 方程 为 
六 一 和 六 一 了 多 一 
0 一 0， 
0 0 2 
Z 十 y 王 0， 
即 xz 一 y 一 0. 所 以 公 重 线 4 的 方程 为 | 一。 也 可 以 表 为 
并 一 0， 
即 = 轴 . 
习 题 3.5 


1. 确定 4 的 值 使 得 下 列 两 直线 相交 : 


20 一 6E 间 ， 
(1) | sd 


二 入 一 15 二 作 


nt .a i a | 
1 2 A 


2. 判别 下 列 各 对 直线 的 相关 位 置 ,如 果 是 相交 的 或 平行 的 , 求 
出 它们 所 在 的 平面 ;如 果 是 异 面 直线 , 求 出 它们 之 间 的 距离 : 


(2) 


与 x 十 1] 二 y 一 1 二 xz. 


3.6 平面 束 


¢ 元 一 23y 十 2z 一 0，_ (z+2y—z—11=0, 
a 四 ve 


一 3_y17_ 2z—6 
加 < 让 1 一 过 2 由“ 


Fd 
(3) : kn 


(2) 


4 7 = 
zz 二 一 t 一 2 


3. 求 两 异 面 直线 一 站 一 2 与 + 一 2 


方程 . 
4. 求 下 列 各 对 直线 的 角 : 
(1) 纺 一 了 _ 芒 十 品 区 一 波 EE | 


3 6 加 “要 遇 6 
本 3 一 4 一 2< 一 0 14z 十 y 一 6 一 2 一 0) 
Ra ER 


5. 求 过 点 P(2,1,0) 且 与 直线 


XxX—5_y z++25 
3 2 三 


垂直 且 相 交 的 直线 . 


3.6 平面 束 


为 了 寻求 经 过 直线 ! 且 满 足 某 种 属性 Q 的 平面 ,我 们 只 需 在 经 
过 直线 ! 的 所 有 平面 构成 的 集合 中 寻找 具有 属性 Q 的 直线 即 可 . 同 
样 , 为 了 寻求 平行 于 平面 x 且 满足 某 种 属性 Q 的 平面 ,我 们 也 只 需 
在 平行 于 平面 x 的 所 有 平面 中 寻找 具有 属性 Q 的 平面 即 可 . 这 就 是 
我 们 为 什么 要 给 出 平面 束 的 原因 . 


1. 平面 束 的 概念 
空间 中 经 过 一 条 直线 的 平面 有 无 数 多 个 ,平行 于 某 一 平面 的 平 
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面 也 有 无 数 多 个 ,所 以 有 下 面 的 定义 . 

定义 3.6.1 空间 中 所 有 经 过 直线 1 的 平面 构成 的 集合 称 为 有 
轴 平 面 束 ,: 称 为 平面 束 的 轴 . 

定义 3.6.2 空间 中 所 有 与 平面 x 平行 的 平面 称 为 平面 x 的 平 
行 平面 束 . 

有 轴 平 面 束 与 平行 平面 束 都 是 无 穷 集合 . 对 于 有 轴 平 面 束 中 的 
平面 ,我 们 可 以 给 出 一 个 含 参数 的 三 元 一 次 方程 来 表示 . 对 于 平行 平 
面 束 ,也 有 同样 的 结论 . 

定理 3.6.1 如 果 两 个 平面 

mAiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di) Os 
mr :AZz 十 By 十 Czz 十 D: 二 0 
交 于 直线 1, 则 以 /为 轴 的 平面 束 方程 为 
A(Az 十 Biy 十 Ciz 十 Di) 十 ACA:z 十 By 十 Coz 十 Dz) Os 
其 中 ,ww 不 全 为 零 . 

证 因为 平面 zw 与 x; 相交 ,所 以 亨 二 (Ai,Bi,C) 与 齐 , 二 
(A ,B,C; ) 线 性 无 关 , 从 而 4,y 不 全 为 零 , 故 方程 

A(Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di) 十 jp(Azszx 十 Boy 十 Czz 十 D,)= 二 0 
是 三 元 一 次 方程 , 且 其 表示 的 平面 经 过 直线 /. 

反 过 来 ,， YPolzosW ,20) 对 1; 取 

A= Azzo Bzyo 二 Czzo 二 D;， 
Kk (Arzo i Biyot Cw Di), 
则 经 过 直线 ! 且 经 过 点 Po (xo ,yo ,zo) 的 平面 方程 为 
A(Aizx 十 Biy 十 Ciz 十 Di) 十 u(Azszx 十 Bzsy 十 Csz 十 Di) 二 0， 
综 上 可 知 结论 成 立 . 

在 定理 3. 6. 1 中 ,给 出 了 求 经 过 直线 1 且 具 有 属性 Q: 过 直线 1 
外 一 点 Po (xo ,yo ,zo) 的 平面 的 方法 , 即 由 属性 Q 来 确定 平面 束 中 
的 参数 即 可 . 值得 注意 的 是 ,成 比例 的 4,y 所 确定 的 平面 相同 , 即 
入 : 和 一 2 : ps;， 则 平面 

Naw By Cet DBD) Awt BaytCst Dy = 0 


3.6 平面 束 


与 平面 
2 (Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di) 十 m(Az 十 By 十 Crzz 十 Do) 王 0 
是 同一 个 平面 . 
定理 3.6.2 由 平面 x:Azx 十 By 十 Cz 十 D==0 决定 的 平面 束 方 
程 为 


Ar 十 By 十 Ce 十 人 王 0，\ 人 ER. 
证 因为 WER, 平 面 Ax 十 By 十 Cz 十 4 二 0 与 平面 x 平行 ,所 
以 平面 Ax 十 By 十 Cz 十 4 二 0 是 平面 x 的 平面 束 中 的 平面 . 
又 任意 与 平面 x 平行 的 平面 都 可 以 表 为 
Mw By CN = 0, 
所 以 结论 成 立 . 


2. 平面 束 的 应 用 


例 3.6.1 求 经 过 直线 
A 一 0， 
遍 盾 2 加 一 疡 一 儿 二 只 
且 与 平面 x:x 十 y 十 x 一 1 二 0 垂直 的 平面 方程 . 
解 ” 设 所 求 平面 的 方程 为 
Mk27 十 7 一 2z 十 1 十 7z 十 27 一 < 一 2 一 0， 
则 由 垂直 性 得 (2 十 /十 (2 十 Ap) 十 (一 2 一 所 一 0, 即 1 十 2 一 0, 取 
) 一 2,/ 一 一 1, 则 3x 一 3z 十 4 二 0 为 所 求 . 
例 3.6.2 求 与 平面 3x 十 y 一 xz 十 4 二 0 平行 且 在 x 轴 上 的 截 距 
为 一 2 的 平面 方程 . 
解 ” 设 所 求 平面 方程 为 3t 十 y 一 z 十 4 二 0, 由 题 设 条件 知 所 求 平 
面 经 过 点 Po(0,0, 一 2), 所 以 A 二 一 2, 故 3z 十 y 一 = 一 2 一 0 为 所 求 . 
例 3.6.3 设 
Aizx 十 Biy 十 Ciz 十 Di 二 0， 
pd D; = 0; 
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本 Mw By Ge 三 大 
Aiz 二 By 十 Ciz 十 D, = 0. 
A! B: C DD 
证 明 : 4 届 革 | 
pC 0 
A Bi C DD, 
证 因为 经 过 直线 /1 的 平面 方程 为 
A(Aizx 十 Biy 十 Ciz 十 Di) 十 A2(Azszx 十 Bzsy 十 Czsz 十 D,) = 0， 
经 过 直线 /; 的 平面 方程 为 
AsCAsz 十 Bay 十 Caz 十 Ds3) 十 (AMsz 十 Boy 十 Ciz 十 Ds) 0, 
其 中 Ai ,hs 不 全 为 零 ,hs ,A4 不 全 为 零 , 所 以 
20 共 面 全 了 1,h; 与 1s ,4 使 得 上 面 两 个 平面 方程 是 同一 个 
平面 . 即 3 ,使 得 
hl(Aiz 十 By 十 Ciz 十 Di) 十 lz(Az 十 By 十 Coz 十 D2) 
Emi(M CAsw tt Bayt Caz Dt ACArt Byt Ct DD 
化 简 得 


(NA 十 MA —msAs—mA) zr 
(Bi 十 和 2B: — msBs — mB)y 
(人 十 加 Co 一 Th 一 7 
(iD 十 MD 一 13sD3: 一 MD4) 三 0， 


即 


AAi 二 AAs 一 13sA3: 一 104A4 Os 

ABi 二 hsBs — mAsBs — miiB, 一 0， 

MC 十 jaC2 — mAsCs 一 msC 一 0， 

ADi + Dz — msD: 一 xD = 0. 
因为 如 ssahsshs 不 全 为 零 ; 所 以 


习题 3.6 105 


A CC—mA 一 7 内 ， 
B B, —mB: —mB, 
(一 和 ca 一生 Eu 
BD DD =mD, =nD, 
即 

Mi Bi GG Di 

A:; B: C: D; 

A B: C: D; 

A B, C, DD, 


习 题 3.6 


1. 求 通过 平面 47 一 y 十 3z 一 1==0 与 x 十 5y 一 xz 十 2 二 0 的 交 线 且 
满足 下 面条 件 之 一 的 平面 : 


(1) 通过 原点 ; 
(2) 与 y 平行 ; 
(3) 与 平面 2x 一 y 十 5z 一 3 二 0 垂直 . 
2. 求 通过 直线 
ZX 十 5y 十 z= 二 0， 
-i 


且 与 平面 zx 一 4y 十 8z 十 12 一 0 成 了 角 的 平面 . 


常见 的 曲面 


前 面 我 们 讨论 了 平面 与 空间 直线 ,这 一 章 我 们 将 讨论 的 是 常见 
的 曲面 ,它们 是 柱 面 、 锥 面 、 旋 转 曲 面 以 及 二 次 曲面 . 由 于 面 是 线 运 动 
的 轨迹 ,所 以 我 们 在 讨论 这 些 曲面 时 ,都 是 要 找到 运动 的 曲线 与 运动 
的 方式 ,从 而 获得 这 些 曲 面 的 方程 . 


4.1 柱 面 


1. 柱 面 的 方程 


由 一 簇 平 行 直线 构成 的 曲面 称 为 柱 面 , 它 的 实质 是 由 一 条 直线 
运动 生成 的 曲面 ,所 以 我 们 有 下 面 的 定义 . 
定义 4.1.1 在 空间 中 ,平行 于 定 方向 
的 直线 ! 沿 曲线 工 运动 的 轨迹 称 为 柱 面 ( 参 
见 图 4-1-1). 其 中 立 称 为 柱 面 的 方向 ,在 柱 面 
上 平行 于 立 的 直线 / 称 为 柱 面 的 母线 ,曲线 二 
称 为 柱 面 的 准 线 . 
设 柱 面 的 准 线 方程 为 
Fi(x,y,z) 一 0， 
F(z,y,z) 一 0， 
柱 面 的 定 方向 可 二 (m,n,p);, 则 


4.1 柱 面 


VP ris) Ee 上; 
过 点 P， 的 母线 方程 为 一 一 ed 二 令 


过 Xl y yl1 之 1 
m n p 


则 坟 二 x 一 mi,yi1 二 yy 一 nt,zi 二 xz 一 pt, 由 于 Pi 在 准 线 LL 上 ,所 以 
Fi(rz—mt,y—nt,z— pt) 一 0， 


t, 


Fs(z—mty—nt,z— pt) = 0. 
就 上 述 方 程 组 ,消去 参数 1, 得 三 元 方程 
F(zy;z) 一 0， 
其 就 是 我 们 所 要 求 的 柱 面 方程 . 
例 4.1.1 设 柱 面 的 准 线 方程 为 
we pf = Ls 
"| 十 2y? 十 zx? 二 2， 
母线 的 方向 可 二 (一 1,0,1) , 求 此 柱 面 的 方程 . 
解 ”由 恒 等 变形 , 准 线 的 方程 为 


2 2 一 1， 
2 
之 一 0. 
设 Pi ta 9 .y1 ;Zi1) EL, 那 么 过 点 P 的 母线 方程 为 
入 二 二 
一 1 0 下 “ 
十 yf 二 1， 二 = 起 二 
丢人 J1 次 普 4 2 半 一 / , 则 
zi1=0 = 0 1 


2 一 工 十 加 N=y, = 2—t, 
代入 准 线 方程 得 
(之 十 克 十 内 三 la 
‘eh 
消去 参数 1 得 (zx 十 z)? 十 y= 二 1, 故 
= l= 
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为 所 求 . 
例 4.1.2 已 知 圆柱 面 的 轴 为 
汰 六 一 二 闻 直 引 
有 一 2 一 2 
点 Pu(1, 一 2,1) 在 此 柱 面 上 , 求 此 圆柱 面 的 方程 . 

解 方法 一 由 于 母线 的 方向 向 量 为 5==(1, 一 2, 一 2), 所 以 过 
点 Po 且 垂 直 于 他 的 平面 为 x: (zx 一 1) 一 2(y 十 2) 一 2(z 一 1) 二 0, 即 
AXA:X—2y—2z—3=0. 

设 轴 与 平面 x 的 交点 为 P,, 则 圆柱 的 准 线 是 以 点 P; 为 圆心 ,点 P。 
在 圆周 上 的 圆 . 因为 点 P, (0,1, 一 1) 在 轴 上 ,而 
| PP |= vi， 
所 以 准 线 可 视 为 球 心 为 点 Pi ,半径 
为 V14 的 球面 与 平面 x 的 交 线 ( 参 
见 图 4-1-2). 即 准 线 
人 FC(y 一 1)? 十 (z 十 1)? 一 14， 
区 一 2 一 中 一 3 一 0 
图 -1-2 设 点 Pi(zsysyzs) 为 准 线 上 的 点 ， 
则 
2 一 有 了 二 14， 
一 2 一 2 一 3 一 沁 
且 过 Ps 的 母线 方程 为 


T_T YY V2 


Ll: 


| 一 温 一 多 
4 
Za =X—t, 一 yy 十 2t， zs 一 Z 十 21， 


代入 准 线 方程 得 
(= 
ja 一 2(y 十 20) 一 2(z 十 22) 一 3 二 0. 


4.1 柱 面 


消去 参数 上 得 

x 十 5y2 十 5c2 十 4zy 十 4zze 一 8 一 187y 十 1]8z< 一 99 = 0, 
此 即 所 求 . 

方法 二 “母线 的 方向 向 量 立 一 
(1, 一 2, 一 2), 点 Pi(0,1, 一 1) 在 轴 
上 ,点 Po (1, 一 2,1) 在 柱 面 上 (参见 
图 4-1-3), 于 是 

六 忆 = 


| Pu P， j= ~ 
而 
> _ (〔( 一 1,3, 一 2)。(1, 一 2, 一 2) 1 一 6 十 4 
Po Pi = 一 二 一 ]， 
dt 正二 (一 275 干 (二 27 3 
所 以 P, 到 轴 的 距离 = V13. 设 点 PCz,y'z) 为 柱 面 上 的 动 点 , 则 
直下 太一 VB. 


而 PiP=(x,y—1,z+DEIPP|I= VATy—1) ?二 T(z 二 1)7. 又 


9? 


映射 -PP. 户 = <<? lat ly)ala—2 CO 2 一 2 
和 正二 (一 27 二 (二 27 3 


所 以 柱 面 方程 为 十 (y 一 1)? 十 (zx 十 1)? 


hs 
(多 全 2z) 二 13, 即 


十 5y 十 5z? 十 4zy 十 4zz 一 8yz 一 18y 十 18z 一 99 二 0， 
此 为 所 求 . 

对 于 母线 平行 于 坐标 轴 的 柱 面 ,其 方程 有 简单 的 构 形 ,这 就 是 下 
面 的 定理 . 

定理 4.1.1 柱 面 是 母线 平行 于 zx 轴 ( 或 y 轴 或 > 轴 ) 仿 柱 面 的 
方程 里 只 含有 y 和 =( 或 只 含有 zz 或 只 含有 工 ,y). 

证 (他 ) 设 柱 面 是 母线 平行 于 工 轴 , 则 母线 的 方向 向 量 
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T= (1,0.0). 
F(y,z)=0, 
取 Pi yy1 i EEs 则 


设 准 线 方程 a 2 
he i = 5 


Xi1 = 0， 


且 过 点 Pi 的 母线 方程 为 


即 /” "代入 上 式 即 得 F(y,=) 一 0, 故 结论 成 立 ， 
Z1 。 


(一 ) 设 柱 面 的 方程 里 只 含 y,z, 即 F(y,z) 王 0. 在 柱 面 上 任 取 一 
点 Pu(zoyyoyzo), 则 Vz, 点 P(z,yoyzo) 在 柱 面 上 . 所 以 过 点 Pu ,以 
可 5 二 (1,0,0) 为 方向 向 量 的 直线 在 柱 面 上 . 
由 点 Po 的 任 取 性 知 柱 面 的 母线 的 方向 向 
量 立 一 (1,0,0) , 故 结论 成 立 . 

由 定理 4. 1. 1 的 给 出 ,可 得 椭圆 柱 面 


2 2 
蕊 十 沪 二 1( 参 见 图 4-1-4); 双 有 曲 柱 面 太 一 
人 6 外 


4.1 柱 面 
因为 它们 的 方程 是 二 次 的 ,所 以 称 为 二 次 曲面 . 
2. 空间 曲线 的 射影 柱 面 
F(zr,y,z)=0, i 
Gen wy 0, 明志 人 卜 余 元 集 
页 = 或 EE(ywie)=0 或 BF({w;D = 0 

则 曲线 工 的 方程 可 表 为 

Cea 或 pti 或 rnin 

F,(y,z) = 0; Fs(x,z) = 0; F(x,z) = 0. 
我 们 称 柱 面 Fi (x,y) 二 0 为 曲线 工 对 xOy 平面 的 射影 柱 面 ; 柱 面 
FF;(y,z) 二 0 为 曲线 L 对 yOxz 平面 的 射影 柱 面 ; 柱 面 F(x,z) 二 0 为 


曲线 工 对 zOz 平面 的 射影 柱 面 . 而 曲线 
和 一 0， ey 一 0， 人 一 0， 


定义 4.1.2 设 空间 曲线 为 了 ,| 


天 一 0 yy 一 0 


分 别称 为 曲线 工 在 三 个 坐标 面 上 的 射影 曲线 . 
利用 空间 曲线 的 射影 柱 面 来 表达 空间 曲线 ,能 让 我 们 很 好 地 认 
识 空间 曲线 的 构 形 . 而 且 可 以 一 眼看 出 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 射影 
曲线 . 
例 4.1.3 设 空间 曲线 的 方程 为 
:人 十 对 十 4y 一 4z， 
Zz 二 3 — 8y = 12z. 
求 曲 线 工 在 坐标 面 zOy 和 xzOz 上 的 射影 曲线 . 
解 ” 用 加 减 消 元 法 得 zx? 十 4y= 二 0 与 xz? 十 xz? 二 4z, 所 以 曲线 工 在 
坐标 面 zOy 和 xzOxz 上 的 射影 曲线 分 别 为 
人 十 4y 王 0， 加 + = dz; 


= 
利用 射影 柱 面 ,曲线 工 可 表 为 
1 E +4y 二 0; 


| = ds 


了 3 一 0. 


1 


其 形 如 图 4-1-7 所 示 . 

例 4.1.4 证明: 曲面 (x 一 x)? 十 
(y 十 z 一 a)?* 二 a? 是 柱 面 . 

证 ”变形 得 (x 一 z)? 二 a 一 (y 十 z 一 a)， 


即 
(vO— 2 = 一 
从 而 曲面 方程 可 表 为 
TX—z=A(y 二 2z)， 
ye 
化 简 得 


二 一 和 ll — We= Ds 
沿 Hy 十 (1 一 A)z 一 24 = 二 0. 
这 是 一 簇 直 线 , 都 在 所 给 曲面 上 ,所 以 曲面 是 由 直线 生成 . 由 于 方向 
数 之 比 


一， i A) | | = 一 并 
m n = 
El 1=% 1 = A A 1 
(十 1) :一 (2 十 1) : (2 十 1) 
一下 一直 各 二 7 

所 以 生成 曲面 的 直线 皆 平 行 , 故 所 给 曲面 是 柱 面 . 

习 题 4.1 

X=Yy 二 x’, 

母线 垂直 于 准 线 所 在 的 平面 ， 


1 设 柱 面 的 准 线 为 | 


求 这 柱 面 的 方程 . 
2. 求 过 三 条 平行 直线 
六 二 池 二 六 x 光 十 和 二 半 二 如 一 1 流 
的 圆柱 面 的 方程 . 
3. 证 明 下 列 方程 表示 的 曲面 是 柱 面 : 


T=22s 


着 一 二 一 十 工 一 莹 一色 


4.2 锥 面 


(1) (z 十 y)(Cy 十 z) 一 工 十 2y 十 z; 
Cay 二 二 2 一 1 三 水 
4. 画 出 下 列 方程 所 表示 的 曲面 : 
(1) 4z2 十 9 办 一 36; (2) zx’ —2z+y=0. 
5. 求 下 列 空间 曲线 对 三 个 坐标 面 的 射影 柱 面 方程 : 
01) 人 上 光一 < 一 0， 
Z 一 Z 十 1; 
ZX? 十 zx? 一 3yz 一 2X 十 3z 一 3 二 0， 


一 = 十 1 一 0; 


3z 一 2y 一 10z 一 7; 
ZX 十 十 2 二 
二 (yy 和 (z—1)’:=1. 


4.2 锥 面 


1. 锥 面 的 方程 


定义 4.2.1 空间 中 ,通过 定点 Po 的 直线 1 沿 曲线 工 运动 的 
rae 4-2-1). 

定点 Po 称 为 锥 面 的 顶点 ,直线 2 称 

为 锥 面 的 母线 ,曲线 工 称 为 锥 面 的 准 线 . 

设 锥 面 准 线 的 方程 为 

Fi(x,y,z) 一 0， 

F(x,y,z) 一 0， 四 

观 训 为 Pwegaeoi 吕 NPY (mead EL 


二 Pi 的 母线 方程 为 
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因为 Pi(ziy ii 六)EE 工 ,所 以 
FiCziyyiyzi) 一 0， 
人 一 0， 
即 


到 六 zt 太 区 E4 i 
F, 0 0 ， 了 yo “Vo 0 0 0， 
1 1 1 


党 一 到 tr 1 时 一 蕊 tz 
,| 0 站 yo 0 ， 0 *]=0. 
t t t 


两 个 方程 消去 参数 1 得 F(x,y,z) 二 0, 这 就 是 以 点 Po 为 顶点 ,以 曲 
线 工 为 准 线 的 锥 面 方程 . 
显然 , 锥 面 的 准 线 不 唯一 ,凡是 与 所 有 母线 都 相交 的 曲线 都 是 该 


锥 面 的 准 线 . 
例 4.2.1 设 锥 面 的 顶点 为 原点 , 准 线 为 
各 
L, ty 1， 
求 此 锥 面 的 方程 . 


解 设 Pi(zi,yi,xi) 为 准 线 上 的 点 ,那么 过 点 已 的 母线 方 
程 为 


a y? 
加 有 名， t= 
TX1 yy1 之 1 g 
Z1 一 C 
从 而 六 一 衬 , 一 伴 , 代 人 方程 
2 2 
了 


Em 


即 方程 


为 所 求 . 这 个 锥 面 称 为 二 次 锥 面 (参见 图 4-2-2). 
例 4.2.2 设 锥 面 的 顶点 为 原点 , 准 线 为 


求 此 锥 面 的 方程 . 
解 设 Pi(xi, yi,zi) 为 准 线 上 的 点 ,那么 过 点 Bi 的 母线 方 


程 为 


zl 
二 x 且 a p? 
Xl J 1 
gy = 
从 而 zi 一 空 ,y 一空 ,于 是 
ts Cy] 
az? bz? 
zx? 人 2 
即 方程 过 一 到 一 二 一 0 为 所 求 (参见 


图 4-2-3). 
例 4.2.3 设 锥 面 的 顶点 为 原点 , 准 


线 为 
= 2px， 
二 LC. 
求 此 锥 面 的 方程 . 


解 设 Pi(zi,yi,zi) 为 准 线 上 的 点 ,那么 过 点 Pi 的 母线 方 
程 为 
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2 且 中 一 2prl， 
之 1 S11 = 6 


E44 


-和 


多 到 


从 而 z 一 字 ,31 一 全 ,于 是 


即 方程 Y 一 zs 为 所 求 (参见 图 4-2-4). 


图 4-2-4 例 4.2.4 已 知 圆锥 面 的 顶点 为 
Pu(1,2,3), 轴 垂直 于 平面 
mw yO— w= 0s 
母线 与 轴 成 30" 角 , 求 此 圆锥 面 的 方程 . 
解 ” 设 母线 上 的 点 为 P(rz,y,z), 则 母线 PoP 的 方向 向 量 


= elyy— ow—3)s 
而 轴 的 方向 向 量 是 平面 x 的 法 向 量 元 二 (2,2, 一 1) ,由 题 设 知 


cos 30” es 
[ 芯 || 世 | 
由 此 得 
2(z—1)+2(y—2)— (z— 3) -43, 
(zx 一 1)? 十 (y 一 2)? 十 (z 一 3)? V4 十 4 十 1 2 
化 简 得 


11(z 一 1)2 十 11(y 一 2)2 十 23(z 一 3)2 
-8 一 yw 一 2 十 16ts 一 1 一 入》 
十 16(y 一 2)(z 一 3) = 0. 
例 4.2.5 已 知 圆锥 面 的 准 线 为 产 (4) 二 (x(w),y(u),z(w)), 顶 
点 Po 的 向 径 为 声 二 (zxo ,yo ,zo), 证 明 圆锥 面 的 参数 方程 为 
天 二 wF(w) 十 (1 一 v)7。， 其 中 以 ,wv 为 参数 . 
证 在 圆锥 上 任 取 一 点 PCz,y,z), 则 点 P 必 在 圆锥 的 某 一 条 
母线 上 . 设 此 母线 与 准 线 的 交点 为 PCz(a),yCxz),z(Cx)), 则 
RP Bibo: 


4.2 锥 面 


于 是 二 ,3“Po 户 =v PP”, 即 
产 一 产 = v(F(u) —70). 
故 圆锥 面 的 参数 方程 为 
产生 太 (x) 十 (1 一 7 六. 
由 此 可 得 圆锥 面 的 坐标 式 参数 方程 为 


x= v(t (1 — vros 


y= vu (mv yo, 


z= vz(u) 二 (1 CO— vw)zo. 
2. 锥 面 的 判别 法 


定义 4.2.2 就 三 元 函数 /(x,y,z) ,如 果 34， 
3” Wr fl = (ns 
则 称 函 数 f(z,y,z) 为 4 次 齐 次 函数 .而 方程 f(x,y,z) 二 0 称 为 A 次 
齐 次 方程 . 
例如 f(x,y,z) 二 x? 十 5xy 十 z?* 是 2 次 齐 次 函数 . 实 因 
了 9 
而 g(x,y,z) 二 x 十 5xy 十 zx? 十 1 不 是 齐 次 函数 . 
定理 4.2.1 如 果 也 数 F(x,y,xz) 是 齐 次 也 数 , 则 方程 F(x， 
yz) 一 0 表示 顶点 在 原点 的 锥 面 方程 . 
证 由 齐 次 函数 的 定义 知 , 34， 
SW Priysie) = PECryyse)”s 
取 1=0 得 FF(0,0,0)= 二 0, 即 曲面 经 过 原点 . 又 
VPo(zos 20) # (010,0), 
当 点 P 在 曲面 上 时 ,F(xo ,yo ,zo) 一 0, 而 过 原点 与 点 Po 的 母线 方 
程 为 


Tits 
Ll: = ob 
有 一 ots 


代入 方程 F(x,y,z) 二 0 得 FCzotyyotyzot) 一 ziF(Czoyyoyzo) 一 0, 所 


T17 
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以 直线 /在 曲面 下 (zy,y,z) 王 0 上 , 故 方程 FCz,y,z) 王 0 表示 顶点 在 
原点 的 锥 面 方程 . 
推论 ”如果 三 元 函数 下 (x 一 xo,y 一 yo，z 一 zo) 是 齐 次 的 , 则 方程 
Rs =— i — Wy = 0 
是 顶点 在 点 Po(xo ,yo ,zo) 的 锥 面 方程 . 


习 题 4.2 


1. 求 顶点 为 原点 , 准 线 为 
22 一 2 十 1 一 0， 
be 一 0 
的 锥 面 方程 . 
2. 已 知 锥 面 的 顶点 为 Pu(3, 一 1, 一 2) , 准 线 为 


求 此 锥 面 方程 . 
3. 求 顶 点 为 原点 , 准 线 为 
L, Mere 一 0， 
之 一 灵 和 天 0 
的 锥 面 方程 . 
4. 求 以 三 个 坐标 轴 为 母线 的 圆锥 面 的 方程 . 
5. 求 顶 点 为 Po(1,2,4), 轴 与 平面 
r:27z 十 2y 十 zx 王 0 
垂直 , 且 经 过 点 P,(3,2,1) 的 圆锥 面 的 方程 . 


4.3 旋转 曲面 


1. 旋转 曲面 的 方程 
定义 4.3.1 过 空间 中 一 条 曲线 厂 绕 定 直线 1 旋转 的 轨迹 称 为 


4.3 旋转 曲面 


旋转 曲面 . 
曲线 研 称 为 旋转 曲面 的 母线 , 定 直线 称 为 旋转 曲面 的 轴 . 
过 轴 7 作 半 平面 与 旋转 面 的 交 线 称 为 旋转 曲面 的 经 线 ( 参 见 
图 4-3-1) , 作 与 轴 垂 直 的 平面 与 旋转 曲面 的 交 线 称 为 纬 圆 或 纬 线 . 
现在 来 求 旋转 面 的 方程 . 在 空间 直角 坐标 系 中 , 设 旋转 面 的 母线 
方程 为 
Fi(zx,y,z) 一 0， 
一 0， 
旋转 轴 的 方程 为 
1. 实 一 加 一 2 一 加 一 关 一 辐 ， 
m n p 


则 Po (zo ,yo ,zo) 在 轴 7 上. 


VPi(zi ,yi1)z1)ET, 过 点 Pi 的 纬 圆 可 视 为 过 点 Pi 而 垂直 于 轴 
的 平面 与 以 点 Po 为 球 心 以 | PuP | 为 半径 的 球 的 交 线 (参见 
图 4-3-2). 所 以 过 点 Pi 的 纬 圆 方程 为 
ms pm i wi = Os 
| 一世 六 十 人 一 各 六 十 仙 一 禹 六 
三 (my 二》 
出 于 
Fi(zisyi21) = 0, 
py 一 0， 
所 以 由 四 个 方程 消去 zx ,yi ,zi 后 ,就 得 到 以 直线 1 为 轴 以 曲线 厂 为 
准 线 的 旋转 面 的 方程 
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例 4.3.1 


F(zx,y,z) = 0. 


绕 直 线 zx 一 > 一 = 旋转 所 得 旋转 面 的 方程 . 


解 ” 在 母线 


上 取 点 Pi(zi,y1,z1) ,因为 轴 通 过 原点 ,所 以 过 点 Pi 的 纬 圆 方 


程 为 


又 由 


得 zi 二 2y1 ,zi 二 1, 代 入 方程 组 中 的 第 一 个 方程 得 


ch kd | 二 一 
3 » 1 3 . 


3 


代入 方程 组 中 的 第 二 个 方程 得 


2 | 


le 


二 1 
9 9 9 


即 2Cx? 十 y? 十 z?) 


之 


5(zy 十 yz 十 zz) 十 5(z 十 y 十 zx) 一 7 一 0 为 所 求 . 


2. 以 坐标 轴 为 旋转 轴 的 旋转 面 方程 
由 于 旋转 曲面 的 经 线 是 平面 曲线 ,所 以 我 们 可 以 选 一 条 经 线 作 


为 旋转 曲面 的 母线 . 在 直角 坐标 系 下 , 选 坐 

标 轴 为 旋转 轴 , 再 取 坐 标 面 上 的 曲线 作为 

母线 ,由 此 而 得 到 的 旋转 面具 有 其 特殊 的 
如 图 4-3-3 所 示 , 取 旋转 面 的 母线 为 


4.3 旋转 曲面 
Fl(y,z) 一 0， 
:2%0, 
其 是 坐标 面 yOz 上 的 一 条 曲线 ,旋转 轴 是 > 轴 , 即 
和 二 
0 于 0 
VYP(ziyyyz)EzP, 则 通过 点 Pi 的 纬 圆 为 
7 一 兄 二 0， 
et 一 旭 十 好 ， 


即 y= 二 yi 二 十 Vx 十 xz?. 由 于 Flyi,xi) 二 0, 所 以 旋转 面 的 方 
程 为 
F(y, +Vr+2)= 0. 
实质 ”坐标 平面 上 的 曲线 绕 该 平面 上 的 坐标 轴 旋 转 , 所 得 旋转 
面 的 方程 是 :将 曲线 方程 中 与 旋转 轴 同 名 的 变 元 保持 ,不 同名 变 元 换 
为 与 轴 不 同名 的 两 个 变 元 的 平方 和 的 平方 根 即 可 . 
同样 ,把 曲线 绕 = 旋转 所 得 旋转 面 的 方程 为 
F(+ Vz 十 风 ,z) 一 0. 


例 4.3.2 将 椭圆 
zx? 多 
= 
| a>6b 
之 一 0， 


分 别 绕 长 轴 (z 轴 ) 与 短 轴 (y 轴 ) 旋 转 , 求 旋转 面 的 方程 . 
解 ” 绕 长 轴 (x 轴 ) 旋转 的 旋转 面 方程 为 


天 十 k 二 Vy te) 1] 
页 2 bp’ 


2 区 . 
即 555 十 7 一 守 为 所 求 : 


此 图 形 称 为 长 形 旋 转 椭 球面 (参见 图 4-3-4). 同 理 可 得 , 绕 短 轴 
(y 轴 ) 旋 转 的 旋转 面 方程 为 


124 


122 第 4 章 常见 的 曲面 


此 图 形 称 为 扁 形 旋转 椭 球 面 (参见 图 4-3-5). 


图 4-3-4 4-3-5 


例 4.3.3 将 双 曲 线 


yz? 
J i 二 了 高 
Pi 
工 一 0 


分 别 绕 虚 轴 (= 轴 ) 与 实 轴 (>y 轴 ) 旋 转 , 求 旋转 面 的 方程 . 
解 ” 绕 虚 轴 (x 轴 ) 旋转 的 旋转 面 方程 为 


此 图 形 称 为 单 叶 旋 转 双 曲面 (参见 图 4-3-6). 
同 理 可 得 绕 实 轴 (y 轴 ) 旋 转 的 旋转 面 方程 为 


图 4-3-6 图 4-3-7 


例 4.3.4 将 抛物 线 
y: = 2pz,， 
We 人 一 0 
绕 它 的 对 称 轴 (z 轴 ) 旋 转 , 求 旋转 面 的 方程 . 
解 ”旋转 面 的 方程 为 


Zz’ 二 y = 2pz. 
此 曲面 称 为 旋转 抛物 面 (参见 图 4-3-8). 
例 4.3.5 将 加 国 8 
= 太一 
人 2 b)* 十 zz? 二 a?， Be 
x=, 


(参见 图 4-3-9) 绕 x 轴 旋 转 , 求 旋转 面 的 方程 . 
解 ”旋转 面 的 方程 为 
(+ Vz +y mb) +z = a, 
化 简 得 


(二 六 后 闻 和 十 济 一 丰美 二 (十 这 )， 
其 图 形 像 救 生 圈 ( 见 图 4-3-10). 


| 区 + 


O 


图 4-3-9 图 4-3-10 


习 题 4.3 


1. 求 下 列 旋转 曲面 的 方程 : 


,Re 
GD 1 页 有 本 二 二 Wi 
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2. 将 直线 工 一 2 一 子 绕 = 轴 旋 转 , 求 这 旋转 曲面 的 方程 ,并 
就 a 和 8B 的 可 能 值 讨 论 曲面 的 形状 , 


3. 已 知 曲线 卫 的 参数 方程 为 zx 一 z(z),y 一 y(z),z 一 =<(z) ,将 曲 
线 = 轴 旋 转 , 求 旋转 曲面 的 参数 方程 . 


4.4 椭 球 面 


定义 4.4.1 在 直角 坐标 系 下 ,由 方程 
Ep 
a b [as 
给 出 的 曲面 称 为 椭 球 面 . 上面 给 出 的 方程 称 为 椭 球 面 的 标准 方程 . 其 
中 co,cER+ ,通常 约定 4 宇 b 之 c 
(参见 图 4-4-1). 
因为 椭 球 面 的 方程 中 只 含有 
坐标 的 平方 项 ,可 见 Cz,y,z) 满 足 
方程 时 ,( 士 z, 士 y, 士 z) 也 满足 ,所 
以 覃 球面 关于 坐标 面 . 坐 标 轴 、 原 
图 4-4-1 点 都 对 称 . 
椭 球 面 与 坐标 轴 的 交点 为 
(FQ COw 十 好 的 5 00 Fe 
这 些 点 称 为 椭 球面 的 顶点 . 椭 球 面 上 所 有 的 点 PCz,y,z) 都 满足 
|zl<a, |y|l<6b, |z| 委 e， 
所 以 椭 球 面 位 于 长 方 体 {(x,y,z):|zx| 二 a,|y| 达 6b,|z| 志 c} 的 内 部 . 


又 椭 球面 与 坐标 面 的 交 线 是 
2 2 2 2 2 2 
| “pe "I ls 
过 一 05; 元 一 05 yy 三 0 
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这 些 交 线 称 为 椭 球 面 的 主 截 线 . 

为 了 认 清 空间 曲面 的 形状 ,常用 一 种 方法 ,这 种 方法 称 为 截 口 
法 , 即 用 一 组 平行 平面 与 空间 曲面 相交 , 交 线 是 平面 曲面 . 这 些 交 线 
我 们 称 为 截 口 线 . 然后 由 这 些 截 口 线 的 构 形 得 到 空间 曲面 的 认识 . 例 
如 地 形 图 就 是 用 这 种 方法 获得 的 ,我 们 从 地 形 图 中 的 等 高 线 得 到 了 
地 形 地 貌 的 认识 . 

就 空间 曲面 ,我 们 常用 一 组 平行 于 坐标 面 的 平面 与 其 相交 ,所 得 
到 的 截 口 线 可 以 帮助 我 们 了 解 空间 曲面 的 特征 . 

对 于 椭 球 面 


平行 于 坐标 面 xOy 的 截 口 线 为 


和 
Hi 2 | 天 | 天 ec. 
划一 页 
tei 2 < 即 截 口 线 是 
之 一 几 ， 
一 个 椭圆 (参见 图 4-4-2). 
截 口 线 变 形 为 
Xx 2 
| ls 
EY EY 
办- 
则 知 长 半 轴 , 短 半 轴 为 
je 大 
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平行 于 坐标 面 xOz 与 yOz 的 截 口 线 为 


i 
外 b [9 |y| 去 2 
yy 一 几 ， 
与 
Xx? 2 之 2 
本 le 
= 
化 简 后 分 别 为 
DR 中 = 
yy 一 几 ， 并 一 几 . 
截 口 线 都 是 椭圆 ， 
椭 球 面 除 了 标准 方程 外 ,还 有 参数 


方程 


工 一 Qcos 0cos p， 


工 一 bsin 0cos p， 


工 一 Csin p， 

其 中 09<2x,0 二 gx. 参数 的 几何 意 
义 由 图 4-4-3 给 出 . 

例 4.4.1 已 知 椭 球 面 的 轴 与 坐标 轴 重 合 , 且 通过 椭圆 


2 
省 y 
二 
. 16 
“一 闪 


与 点 P(1,2, V23), 求 这 个 椭 球 面 的 方程 . 
解 ” 因 为 椭 球 面 的 轴 与 坐标 轴 重 合 ,所 以 其 方程 为 


a 到 | 之 一 

所 十 兹 十 气 ==1， 
其 中 a,b,c 为 待定 系数 . 由 其 在 xOy 坐标 面 上 的 交 线 知 a 一 3,5 一 4. 
又 点 P(G1,2,V25) 在 本 球面 上 ,所 以 


习题 4.4 
半 ， 
Kab, 
加 = 及 = 
即 cz 一 36 , 故 三 人 十 站 十 这 3 1 为 所 求 . 
例 4.4.2 作出 平面 x 一 2=0 与 椭 球 面 
于 
56 十 9 二 二 一 1 


的 交 线 的 图 形 . 
解 (1) 建立 坐标 系 (参见 图 4-4-4); 
(2) 确定 顶点 ; 
(3) 绘制 椭 球 面 与 三 个 坐标 面 的 交 线 , 则 得 椭 球 面 ; 
(4) 在 x ta 的 点 ,过 此 点 作 平行 于 坐标 面 yOx 的 平 


习 题 4.4 


1. 设 动 点 与 点 (1,0,0) 的 距离 等 于 从 这 点 到 平面 x 二 4 的 距离 
的 一 半 , 求 此 动 点 的 轨迹 . 


2. 由 椭 球 面 志 十 禾 十 每 二 1 的 中 心 沿 一 定 方向 到 曲面 上 的 一 
点 的 距离 是 ~, 设 定 方向 的 方向 余弦 为 (m,z,p) ,证 明 : 
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3. 由 椭 球 面 


的 中 心 引 三 条 两 两 相互 垂直 的 射线 ,分 别 交 曲面 于 PisPi,Pi; 设 
OPi=ri ,OP;,=r; ,OP;=r; ,证 明 : 
| | | 于 
ei rs | 7 a pb 说 
4. 已 知 椭 球 面 
亏 十 扣 十 亏 一 1 (cDs 


求 过 zx 轴 并 与 曲面 的 交 线 是 圆 的 平面 
4.5 双 曲 面 


1. 单 叶 双 曲面 
定义 4.5.1 在 直角 坐标 系 下 由 方程 


v2 


2 人 
二 


C2 


给 出 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲面 .上面 给 出 的 方程 称 为 单 叶 双 曲面 的 标 
准 方程 .其 中 wp,cER+. 

因为 方程 中 只 含有 坐标 的 平方 项 ,所 
以 单 叶 双 曲 面 关 于 坐标 面 、 坐 标 轴 以 及 原 
点 对 称 . 

单 叶 双 曲 面 与 x 轴 不 相交 ,与 x 轴 相 
交 于 点 《二 ut 和 与 7 轴 下 交 于 总 
(0, 士 0,0) ,这 四 点 称 为 单 叶 双 曲 面 的 顶点 
(参见 图 4-5-1). 
图 4-5-1 单 叶 双 曲 面 与 坐标 面 的 交 线 是 


续 二 = 本 == Qs y 王 0 
腰 椭 圆 双 曲 线 双 曲 线 
如 果 用 平行 于 zOy 的 平面 z= 截 单 叶 双 曲 面 ,得 到 的 曲线 是 
椭圆 
到 二 
2 bp? C2 
= 


如 果 用 平行 于 zOzx 的 平面 y= 截 单 叶 双 
曲面 , 当 |4|<b 时 , 截 线 是 双 曲线 (参见 图 4-5-2) 


汪 h? 
民 
y 一 几 。 


当 |h| 二 b 时 , 截 线 为 相交 直线 (参见 图 4-5-3) 


即 
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| 
kK 及 

yy 一 几 ， 

即 
证 22 
志平 一 一 1， 
a = ce 1 各 ] 
b p 


如 果 用 平行 于 yOz 的 平面 zx 二 hh 截 单 叶 双 曲 面 ,得 到 的 曲线 与 
平行 于 xOy 的 平面 z==h 来 截 的 结果 完全 类 似 . 
值得 注意 的 是 ,方程 


2 2 
并 > -多 ”一 证 一 本 Wl 1 
a 人 苹 古 本 a ec 


给 出 的 曲面 都 是 单 叶 双 曲 面 . 它们 的 特征 是 ,二 次 只 有 一 项 为 负 . 如 
果 有 两 项 为 负 , 则 所 表示 的 曲面 就 是 下 面 所 介绍 的 双 叶 双 曲面 . 


2. 双 叶 双 曲 面 
定义 4.5.2 在 直角 坐标 系 下 由 方程 


给 出 的 曲面 称 为 双 叶 双 曲 面 . 上 面 给 出 的 方程 称 为 双 叶 双 曲 面 的 标 
准 方程 .其 中 ap,cER+. 

因为 方程 中 只 含有 坐标 的 平方 项 ,所 以 双 
叶 双 曲面 关于 坐标 面 .坐标 轴 以 及 原点 对 称 . 

双 叶 双 曲 面 与 x 轴 、y 轴 都 不 相交 ,与 
z 轴 相 交 于 点 

tos0%s Les 

这 两 点 称 为 双 叶 双 曲 面 的 顶点 (参见 
图 4-5-5). 

由 图 4-5-5 可 知 , 双 叶 双 曲 面 上 的 点 的 坐 
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标的 第 三 分 量 |z| 宇 c, 因 此 曲面 分 为 两 个 部 分 x 宇 c 与 x 三 一 c, 故 称 
为 双 叶 双 曲 面 . 于 是 对 平行 于 xOy 的 平面 z 二 h, 当 |z| 过 c 时 与 双 叶 
双 曲 面 没 有 交点 , 当 |z| ==c 时 与 双 叶 双 曲 面 交 于 顶点 , 当 |z| 之 c 时 
与 双 叶 双 曲 面 的 交 线 是 椭圆 


rx 2 1 
Cr 
过 一 几 。 


椭圆 的 两 个 半 轴 为 


2 和 
i 
C 6 


而 坐标 面 xOz 与 yOz 与 曲面 的 交 线 都 是 双 曲 线 


2 还 一 2 
.2 a 1， 与 pr 1 
yy 一 0 工 一 0. 
另外 ,方程 
a WW 
Ww 于 Ty 1 与 a bb cc 
所 表示 的 曲面 都 是 双 叶 双 曲 面 . 


例 4.5.1 用 一 组 平行 平面 z=h( 任 意 实 数 ) 截 制 单 叶 双 曲面 


Ee. 
五 十 站 一 所 一 1 (a>0) 


a 村 
得 一 簇 椭圆 , 求 这 些 椭 圆 的 焦点 的 轨迹 . 
解 ” 截 口 方程 为 
和 
ed 
其 长 半 轴 、 短 半 轴 分 别 为 
a 1 二 与 ， b 1 二 每， 
所 以 椭圆 的 焦点 坐标 为 


多 
E /ea 一 2 人 + 至] 


132 第 4 章 常见 的 曲面 


即 
3 2 
a 用 十 乞 z 一 十 Ce (1+ 握 )， 


yy 一 0， 
= 
zr? 4 
a 避 此 即 所 求 ,其 。。 图 4.5-6 
0 
形 见 图 4-5-6. 
习 题 4.5 
1. 画 出 下 列 双 曲面 的 图 形 : 
芝 玉芝 | 到 县, 本 - 
(1) 大 一 当 十 生 一 1 (2) 窜 一 车 十 二 一 一 1 
2. 给 定 方 程 
rx y 、 之 2 


AtBtc r=! (4A>B>C>0)， 


试问 4 取 异 于 A ,B,C 的 值 时 , 它 表示 怎样 的 图 形 ? 


3. 已 知 单 叶 双 曲面 
并 了 
4 9 4 = 
试 求 一 平面 ,使 这 平面 平行 于 yOz 平 面 且 与 已 知 的 单 叶 双 曲 面 的 交 
线 是 一 对 相交 直线 . 


4. 设 动 点 了 与 点 (4,0,0) 的 距离 等 于 点 PP 到 平面 z= 二 1 的 距离 
的 两 倍 , 求 动 点 已 的 轨迹 . 
5. 求 单 叶 双 曲面 


与 平面 zx 一 2y 十 3 一 0 的 交 线 对 zOy 平面 的 射影 柱 面 方程 . 


4.6 抛物 面 


4.6 抛物 面 


1. 椭圆 抛物 面 
定义 4.6.1 在 直角 坐标 系 下 ,由 方程 


rx 2 
好 十 和 三 一 2 


给 出 的 曲面 称 为 椭圆 抛物 面 . 上 面 给 出 的 方程 称 为 椭圆 抛物 面 的 标 
准 方程 . 其 中 a,bE RT. 

由 标准 方程 可 得 ,椭圆 抛物 面 关 于 坐标 面 xOz 与 yOz 对 称 , 它 
与 坐标 轴 的 交点 仅 有 原点 ,原点 称 为 其 顶点 
(参见 图 4-6-1) ,而 且 


所 以 椭圆 抛物 面 位 于 xOy 平面 及 其 上 侧 , 其 
与 坐标 面 xOx 与 yOx 的 交 线 为 
= yy 一 202z， 
人 一 0， EE 一 0. 
这 两 条 抛物 线 称 为 椭圆 抛物 面 的 主 抛物 线 . 
如 果 用 平行 于 坐标 面 xOy 的 平面 z= 二 h(nh 放 0) 来 截 椭圆 抛物 
面 ,得 到 的 截 线 是 椭圆 


图 4-6-1 


局 mh 一 1， 
过 一 几 。 
这 个 椭圆 的 顶点 为 ( 士 a V2h,0,h) 与 (0, 土 5 V24,h). 由 此 可 视 椭 
圆 抛物 面 是 由 平行 于 坐标 面 xOy 的 平面 上 的 椭圆 沿 主 抛物 线 ( 即 顶 
点 在 抛物 线 上 ) 上 下 滑动 而 生成 的 曲面 . 

如 果 用 平行 于 坐标 面 zxOz 的 平面 > 一刀 来 截 椭圆 抛物 面 , 得 到 
的 截 线 是 抛物 线 
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h’ 
区 [ = Dat [a 
yy 一 几 . 
与 主 抛物 线 对 照 ( 参 见 图 4-6-2) ,它们 的 焦 参 
数 都 是 24? ,由 此 可 视 椭圆 抛物 面 是 由 平行 于 
A10* 坐标 面 xOz 的 平面 上 的 抛物 线 沿 主 抛物 线 


图 4-6-2 ( 即 顶 点 在 抛物 线 上 ) 上 下 滑动 而 生成 的 
曲面 . 

在 椭圆 抛物 面 的 方程 
将 下 二 站 
2 Ty = 2x 

中 ,如 果 a==5, 即 区 十 yy 二 2a*z, 此 时 曲面 就 是 旋转 抛物 面 . 

2. 双 曲 抛物 面 

定义 4.6.2 在 直角 坐标 系 下 ,由 方程 
一 
元 态 2% 


给 出 的 曲面 称 为 双 曲 抛物 面 . 上面 给 出 的 方程 称 为 双 曲 抛物 面 的 标 
准 方程 . 其 中 a,bE RT!. 

由 标准 方程 可 得 ,椭圆 抛物 面 关 于 坐标 
面 xOz 与 yOz 对 称 , 也 与 x 轴 对 称 . 它 与 坐 
标 轴 的 交点 仅 有 原点 ,原点 称 为 其 顶点 ( 参 
见 图 4-6-3). 而 且 其 与 坐标 面 xOy 交 线 为 


并 士 > 一 0， 图 4-6-3 
a 
其 是 两 条 相交 直线 . 而 与 坐标 面 xOz 与 yOz 的 交 线 为 


2 一 一 


人 = bay, 后 一 一 2 到 


y= 0; 工 一 0. 
这 两 条 抛物 线 称 为 椭圆 抛物 面 的 主 抛物 线 . 


如 果 用 平行 于 坐标 面 zxOy 的 平面 > 一/(A 之 0) 来 截 双 曲 抛物 


4.6 抛物 面 


面 , 得 到 的 截 线 是 双 曲线 


A 
2aih 262h 
ke 
双 曲 线 的 顶点 为 ( 士 aV2h,0,h). 当 有 二 0 时 ,所 得 到 的 双 曲 线 位 于 坐 
标 面 xOy 的 下 侧 , 顶 点 为 (0, 土 5V 一 2h ,hh). 
如 果 用 平行 于 坐标 面 xOz 的 平面 > 一刀 
来 截 双 曲 抛物 面 ( 参 见 图 4-6-4) ,得 到 的 截 线 
是 抛物 线 
2 
FC 
y= 二 hh. 图 4-6-4 


2 一 2a2z， 
与 主 掀 物 线 | 。 ”对 照 ,它们 的 焦 参 数 
都 是 24? ,由 此 可 视 双 曲 抛物 面 是 由 平行 于 坐标 面 zxOxz 的 平面 上 的 


抛物 线 沿 主 她 物 线 下 ( 即 顶 点 在 抛物 线 上 ) 上 下 滑动 而 生 
成 的 曲面 
值得 注意 的 是 ,本 加 抛物 面 与 双 曲 抛物 面 因为 没有 对 称 中 心 , 所 
以 它们 都 是 无 心 的 二 次 曲面 
例 4.6.1 作出 球面 
zz 十 只 十 空 一 8 
与 旋转 抛物 面 
Z2 十 多 一 2> 
的 交 线 . 
解 ”两 曲面 的 交 线 为 
Peer 一 8， 


Xx: 十 y: 二 2xz， 


解 方程 组 得 x 二 2, 从 而 
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地 
才 


清二 多 
为 所 求 . 这 是 平面 一 2 上 的 一 个 圆 ( 参 见 图 4-6-5). 
例 4.6.2 作出 由 柱 面 > 一 4 一 :2 ,平面 2z 十 y 王 4 以 及 三 个 坐标 
面 所 围 几何 体 在 第 一 卦 限 内 的 图 形 . 
解 柱 面 z= 二 4 一 x? 在 xOz 上 的 准 线 是 抛物 线 ,母线 平行 于 
y 轴 ,平面 方程 2z 十 y 王 4 中 不 含 >, 所 以 其 与 zxOy 的 交 线 是 
2rz 十 yy 一 4 
且 平 行 于 x 轴 . 故 所 求 立 体 图 如 图 4-6-6 所 示 . 


sid = 


习 题 4.6 


1. 己 知 椭圆 抛物 面 的 顶点 在 原点 ,对 称 面 为 xOz 面 与 yOx 面 ， 
且 过 点 (1,2,6) 和 ,一 1,1 】, 求 这 个 椭圆 扫 物 面 的 方程 


2. 适当 选取 坐标 系 , 求 下 列 轨迹 的 方程 ; 

(1) 到 一 定点 和 一 平面 的 距离 之 比 等 于 常数 的 点 的 轨迹 ; 

(2) 已 知 两 异 面 直线 的 距离 为 24, 夹 角 为 24, 求 到 此 两 异 面 直 
线 等 距离 的 点 的 轨迹 . 
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4.7 直 纹 面 


在 前 面 的 学 习 中 ,我 们 已 经 看 到 了 柱 面 与 锥 面 是 由 一 簇 直 线 生 
成 的 . 这 种 由 直线 生成 的 曲面 称 为 直 纹 曲面 ,生成 曲面 的 直线 称 为 直 
母线 . 单 叶 双 曲 面 与 抛物 双 曲 面 也 是 直 纹 曲面 ,下 面 我 们 将 分 别 讨论 
单 叶 双 曲面 与 抛物 双 曲 面 . 


1. 单 叶 抛物 面 的 直 母 线 


单 叶 抛物 面 的 方程 为 
了 |， | 
we pb’ [ 


其 中 4a,6,cER1. 由 标准 方程 得 


即 
i 2 
考察 下 面 的 三 个 方程 组 
二 二 三 (1+ 主 ] , 
le 
每 
EE 0 
和 
I= 1 于 和 


构成 的 直线 篮 ,其 中 x 为 参数 . 我 们 可 以 把 第 二 个 方程 组 视 为 第 一 个 
方程 组 中 的 二 0 而 得 ;第 三 个 方程 组 可 视 为 第 一 个 方程 组 中 的 
xc 而 得 . 由 此 参数 而 称 这 簇 直 线 为 u 徐 直 线 . 
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由 于 簇 直 线 中 的 任 一 条 直线 都 在 单 叶 双 曲面 


六 
5S: 可 二 1 


有 


Ee oe WE 
所 以 Po (xo ,yo ,zo) 必 在 u 簇 直线 中 的 某 条 直线 上 , 故 单 叶 双 曲 面 是 
由 直线 生成 ,因而 单 叶 双 曲 面 是 直 纹 曲面 . 而 簇 直 线 是 单 叶 双 曲 面 
的 直 母 线 , 称 为 u 簇 直 母 线 . 
取 u==1 得 直 母 线 


两 方程 相 加 得 x 二 =a, 两 方程 相 减 得 
入 二 
b 6 
于 是 得 射影 方程 为 
k sd 
> 二, 归 ， 
b 和 
直 和 母线 的 标准 方程 为 
TQ | 区, 机 类。 
图 4-7-1 9 
从 而 得 到 簇 直线 的 分 部 图 (参见 图 4-7-1). 
同 理由 三 个 方程 
+ 儿 二 v|1 一 之 |]， 
a C .| i 


4.7 直 纹 面 


工 十 三 一 0， 并 一 三 一 0， 
a C a 、 
和 
名 三 三 es 
i 三 作 1 一 郑 =0 


构成 的 直线 复 ,其 中 v 为 参数 . 我 们 可 以 把 第 二 个 方程 组 视 为 第 一 个 

方程 组 中 的 v= 二 0 而 得 ;第 三 个 方程 组 可 视 为 第 一 个 方程 组 中 的 

vc 而 得 . 由 参数 而 称 这 簇 直线 为 v 簇 直 线 . 
取 v 一 1 得 直 母 线 


化 为 标准 方程 是 二 一 2 一 二 ,从 而 得 到 


v 簇 直 线 的 分 部 图 (参见 图 4-7-2). 图 4-7-2 

由 前 面 的 讨论 ,我 们 可 获得 下 面 的 
结论 . 

对 于 单 叶 双 曲 面 上 的 任意 一 点 ,两 个 直线 簇 中 各 有 一 条 通过 这 
一 片 


“为 了 如 免 取 极限 , 单 叶 双 有 昌 面 的 u 簇 直 母 线 可 表 为 
| 天 二 至 | 二 关上 
(三 一) 一心 一 芭 )， 

这 里 由 wx : ; 的 值 来 确定 直 母 线 . 同 理 ,v 复 直 母线 也 可 表 为 


(+ 3 其 中 vt 不 同时 为 零 
(= =】 本 1 和 可 电 


这 里 由 w :z 的 值 来 确定 直 母 线 . 


其 中 ws 不 同时 为 零 . 
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2. 双 曲 抛物 面 的 直 母 线 


双 曲 抛物 面 的 方程 为 
i 其 中 a,b € Rt. 
a pb 
由 标准 方程 可 得 


药 
ke i 
落 _ 淖 本 芝 ， 浊 
[三 一 这 }= = (大 + 产 j== 
p 沁 十 姜 二 0， 如 二 y 加 
取 40 得 直线 | 5 “化 为 标准 方程 为 王 一 - 艺 一半， 
和 一 人 5 
从 而 得 到 徐 直 线 的 分 部 图 (参见 图 4-7-3). 取 v=0 得 直 母 线 
冰 六 = 
5 b 9 
之 一 0， 
化 为 标准 方程 为 二 一 这 一 立 ,从 而 得 到 。 饶 直 线 的 分 部 图 (参见 


图 4-7-4). 


O| yz 


vA | 
NA | 


图 4-7-4 


4.7 直 纹 面 


由 前 面 的 讨论 ,我 们 也 可 获得 下 面 的 结论 . 

对 于 双 曲 抛物 面 上 的 任意 一 点 ,两 个 直线 簇 中 各 有 一 条 通过 这 
= 

单 叶 双 曲面 与 双 曲 抛物 面 的 直 母 线 有 下 面 的 性 质 

定理 4.7.1 单 叶 双 曲 面 上 异 簇 的 两 条 直 母 线 必 共 面 ; 双 曲 抛 
物 面 上 异 簇 的 两 条 直 母 线 必 相 交 . 

证 单 叶 双 曲 面 的 两 个 直 母 线 簇 的 方程 为 


(于 + 主 ]= «(1+ 六 ]， ‘到 + 主 ]=wl1 a 
一 人 一直 [人 = 下 + 计 


因为 四 个 线性 方程 的 系数 与 常数 项 构成 的 行列 式 


u Ss 
a b ( 
~ 间 ““ 闫 
u 5 u 
= Re 5 u ss s 
a 0 1 和 
1 师 1 J be t 也 | ed 
v 
a 0 C 六 v 
t 
a b 从 
v t v 
t 
a 0 C 


所 以 单 叶 双 曲面 上 异 簇 的 两 条 直 和 母线 必 共 面 


双 曲 抛物 面 上 异 簇 的 两 条 直 母 线 方程 为 
a i oy 
二 
“(于 -六 ]=z (于 + 六 ]= Zs 
变形 为 


bux 十 avy = abz, 
四 个 线性 方程 的 系数 与 常数 项 构成 的 行列 式 不 为 零 , 所 以 有 唯一 


pzr 十 ay = 2abu, bz —ay = 2abv, 
hi = abz, | 
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解 , 故 异 簇 的 两 条 直 和 母线 必 相 交 . 
定理 4.7.2 单 叶 双 曲面 上 同 簇 的 两 条 直 和 母线 必 异 面 ; 双 曲 抛 


物 面 上 同 簇 的 两 条 直 和 母线 必 共 面 . 
这 个 定理 的 证 明 留 作 习 题 . 
例 4.7.1 求 过 单 叶 双 曲面 下 十 圭一 把 一 1 上 的 点 (6， 2,8) 的 


直 母 线 的 方程 . 
解 秘 的 直 母 线 方程 为 


(+)= (7+ 党) 

(和 -下 = 一直 
把 点 (6,2,8) 代 入 方程 得 s : x=1 : 2, 于 是 过 点 (6,2,8) 的 x 徐 的 直 
母线 方程 为 

要 十 2(1+ 学 ]， 


和 
2( 寺 一 竺 }= 1 一 学 ， 


即 
4z 一 12y 十 3z 一 24 一 0， 
ee 一 0. 
v 簇 的 直 母 线 方程 为 


(和 + 二 )= "一齐 ， 
(二 - 寺 + 外 


把 点 (6,2,8) 代 入 方程 得 :二 0, 于 是 过 点 (6,2,8) 的 v 簇 的 直 和 母线 方程 为 


妈 一 和 三 0， 


4.8 数学 制图 


习 题 4.7 
1. 求 下 列 直 纹 曲面 的 直 母 线 的 方程 : 
(1) x —y’—z:=0; (2) z=azxy. 
2. 求 下 列 直 线 复 所 成 的 曲面 (其 中 》 为 参数 ) : 
Ci wy vb Z 十 2Ay 十 4z 一 41， 
1 一 用 Azx—2y—4Az=4. 


4.8 数学 制图 


就 二 元 函数 z= 二 f(x,y),(zx,y)ED, 其 图 像 一 般 是 空间 一 张 曲 
面 . 要 绘制 这 张 曲 面 ,就 得 知道 绘图 的 方法 与 识 图 的 方法 . 

绘图 的 实质 是 将 空间 的 几何 形体 变 为 平面 上 的 图 形 , 而 识 图 是 
看 着 平面 上 的 图 形 能 想象 出 空间 的 形体 来 ,这 就 是 所 谓 的 空间 想象 
能 力 . 即 : 


绘图 识 图 


空间 平面 ， 平面 空间 . 
所 以 说 ,知道 了 绘图 的 方法 ,就 会 获得 识 图 的 方法 . 要 掌握 绘图 的 方 
法 ,就 得 知道 绘图 的 规定 . 
1. 坐标 系 的 建立 


数学 绘图 ,必须 给 出 坐标 ,空间 坐标 皆 用 右手 系 . 坐标 系 的 建立 ， 
实质 是 给 出 观察 者 的 位 置 . 如 图 4-8-1 所 示 . 

观察 者 的 位 置 ,决定 了 绘图 的 质量 . 

2. 几何 要 素 的 规定 


空间 的 几何 要 素 有 点 、 线 、 面 ,平面 上 的 几何 要 素 只 有 点 、 线 ,于 
是 规定 用 平面 上 的 点 表示 空间 中 的 点 ,用 平面 上 的 线 表 示 空 间 中 的 


143 


证 
观察 者 在 第 一 卦 限 观察 者 在 第 四 卦 限 
图 4-8-1 


线 , 而 空间 中 的 面 用 平面 上 的 封闭 曲线 即 框 图 表示 . 例如 中 学 的 几何 
中 就 用 平行 四 边 形 表示 平面 . 


3. 框图 绘制 的 规定 


空间 几何 体 的 轮廓 线 是 构成 框图 的 基本 线 , 当 几何 体 的 轮廓 线 
不 能 构成 框图 时 ,可 用 过 渡 线 ,如 圆柱 得 用 两 条 母线 来 构成 框图 ,这 
两 条 母线 就 是 过 渡 线 . 除 此 之 外 ,还 得 用 下 面 的 规定 来 绘制 框图 . 

(1) 由 与 坐标 面 的 交 线 给 出 

例 4.8.1 绘制 


的 图 形 . 
解 1” 建立 坐标 系 如 图 4-8-2 所 示 . 
2” 求 与 坐标 面 的 交 线 . 


与 坐标 面 xOy 的 交 线 为 
i 
a TT hr 
之 一 0， 
即 椭圆 


4.8 数学 制图 


< 


图 4-8-2 


同 理 可 得 其 他 两 个 坐标 面 上 的 交 线 
rh pte) 
3” 将 不 可 见 线 绘 为 虚线 即 得 成 图 (参见 图 4-8-4). 
由 于 有 时 绘制 全 图 较为 复杂 ,常常 只 绘制 第 一 卦 限 中 的 图 ,然后 
通过 空间 想象 得 到 全 图 ,这 样 的 图 称 为 简 图 . 例如 椭 球 的 简 图 如 
图 4-8-5 所 示 . 


图 4-8-5 


当 与 坐标 面 的 交 线 不 能 构成 框图 时 ,再 用 下 面 的 规定 . 
(2) 由 与 平行 于 坐标 面 的 交 线 给 出 
例 4.8.2 绘制 
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解 1” 与 坐标 面 的 交 线 . 
与 坐标 面 zxOxz 的 交 线 为 


2 
= 一 总 (参见 图 4-8-6). 四 


2” 与 平行 于 坐标 面 的 平面 的 交 线 . 与 坐标 面 的 平面 < 一 1 的 交 


zx 人 = 
即 斑 十 各 一 1 


3” 将 不 可 见 线 绘 为 虚线 即 得 成 图 (参见 图 4-8-7). 简 图 如 
图 4-8-8 所 示 . 


图 4-8-7 图 4-8-8 
当前 面 两 种 方法 得 到 的 曲线 不 能 构成 框图 时 ,再 用 下 面 的 规定 . 


(3) 由 与 垂直 于 坐标 面 的 交 线 给 出 
例 4.8.3 绘制 柱 面 y= 二 x? 的 图 形 . 


4.8 数学 制图 


解 1” 与 坐标 面 的 交 线 . 
与 坐标 面 xOy 的 交 线 为 y= 二 x?. 
2” 与 平行 于 坐标 面 的 平面 的 交 线 . 
与 坐标 面 的 平面 > 二 1 的 交 线 为 
= 
> 
3” 添加 垂 线 即 得 成 图 (参见 图 4-8-9). 
当前 面前 三 种 方法 得 到 的 曲线 不 
能 构成 框图 时 ,再 用 下 面 的 规定 . 
(4) 由 任意 曲线 给 出 
例 4.8.4 绘制 双 曲 抛物 面 > 一 zy 
的 图 形 . 
解 1” 与 坐标 面 的 交 线 . 
与 坐标 面 zxOy 的 交 线 为 


即 zx 轴 与 y 轴 . 
2” 与 平行 于 坐标 面 的 平面 的 交 线 . 
与 平行 于 坐标 面 的 平面 < 一 1 的 交 线 为 


与 坐标 面 的 平面 > 一 一 1 的 交 线 
为 
= 了 YA 
We 
即 xy 二 一 1( 参 见 图 4-8-10). 
3” 与 垂直 于 坐标 面 的 平面 
的 交 线 . 
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z 一 2y， 
bo 
即 z=z7. 
与 垂 面 x 二 y 的 交 线 为 
之 一 XY， 
= 


即 z= 二 一 x?* (参见 图 4-8-11). 
4” 用 任意 曲线 连接 而 得 成 图 (参见 图 4-8-12). 


4. 特殊 技巧 


(1) 利用 辅助 线 
例 4.8.5 绘制 平面 


的 图 形 . 

a z 二 2ZX 十 5y， 器 

解 ” 与 坐标 面 zxOz 的 交 线 为 即 = 一 27z. 与 坐标 面 
3 一 0， 


二 2z 十 5y， 


yOz 的 交 线 为 即 却 -5 兴 
X= 二 0， 


4.8 数学 制图 


利用 坐标 面 上 的 直线 给 出 定位 而 得 成 图 ,如 图 4-8-13 所 示 . 
(2) 利用 辅助 面 

例 4.8.6 绘制 螺旋 面 

T= WUCOS vs 


S:iy=usinv, (u,v) € D, 


和 % "== ys 
0 mys 
中 v2n. 
的 图 形 . 
解 ” 利 用 柱 面 zx? 十 y 二 a? 来 体现 ,如 图 4-8-14 所 示 . 


图 4-8-13 


(3) 利用 投影 

例 4.8.7 绘制 由 zyz 一 2 及 zx 二 1,y 二 1,z 二 1 所 围 成 的 空间 几 
何 体 . 

解 ”利用 其 在 zOy 平面 上 的 投影 来 体现 即 可 ,如 图 4-8-15 
所 示 . 

例 4.8.8 绘制 由 z=x? 十 y 和 xz 二 zx 十 y 所 围 的 空间 几何 体 . 

解 ” 利 用 其 在 xOy 平面 上 的 投影 来 体现 即 可 ,如 图 4-8-16 
所 示 . 
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图 4-8-15 


(4) 利用 剖面 
例 4.8.9 绘制 由 曲面 


2 2 


z? 二 = 


所 围 的 立体 . 
解 ” 利 用 与 坐标 面相 截 的 截 口 面 表 
示 , 如 图 4-8-17 所 示 . 


5. 图 例 


例 4.8.10 由 z=x? 十 y:, z= 二 0， 
0 过 x 过 1,0 三 y 达 1 所 围 成 的 曲 顶 柱 体 ， 
选择 观察 者 在 第 四 卦 限 的 处 理 , 即 得 图 4-8-18. 

例 4.8.11 由 > 一 0,z 一 zy,0 委 xz 委 1,0 委 >y 委 过 所 围 成 的 曲 顶 
柱 体 ,同样 选择 观察 者 在 第 四 卦 限 的 处 理 , 即 得 图 4-8-19. 
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不 断 提 高 制图 与 识 图 的 能 力 , 就 可 以 培养 与 发 展 一 个 人 的 空间 
想象 能 力 . 有 了 这 个 能 力 , 对 函数 的 认识 就 会 上 升 一 个 档次 . 


习 题 4.8 
1. 画 出 下 列 方程 的 图 形 : 
元 2 3 a 并 一 多 十 好， 
(1) Tt = (2) 1 
(B33) 多 一 下 办 


2. 画 出 下 列 曲 面 所 围 空间 几何 体 的 图 形 : 
(1) y 王 0,z 一 0,3Zz 十 y 一 6,3z 十 2y 王 12,z 十 y 十 z 一 6; 


(2) zx=0,y=0,z=0,z=x’ 二 Ty: ,zy=1; 


(3) z= Vy—2 ,2r=Vy,y=1. 


国 第 5 草 
二 次 曲线 的 一 般 理 论 


前 面 我 们 讨论 了 向 量 的 相关 知识 ,以 及 轨迹 与 方程 ,平面 与 空间 
直线 , 柱 面 、 锥 面 、 旋 转 面 等 常见 曲面 . 在 轨迹 与 方程 中 ,我 们 研究 现 
实生 活 中 一 些 特殊 平面 曲线 ,如 以 前 学 习 过 的 平面 曲线 中 的 圆锥 曲 
线 有 椭圆 . 双 曲 线 .抛物 线 , 对 于 它们 的 相关 知识 大 家 非常 的 熟悉 , 问 
题 是 否 还 有 其 他 的 二 次 曲线 呢 ? 如 果 有 ,它们 的 性 质 又 与 圆锥 曲线 
有 何 关 系 呢 ? 本 章 我 们 主要 对 二 次 曲线 进行 一 般 的 讨论 ,让 大 家 对 
二 次 曲线 有 一 个 较为 完整 和 全 面 的 认识 和 了 解 . 


5.1 二 次 曲线 的 基本 概念 


1. 二 次 曲线 的 基本 概念 


在 平面 上 取 定 了 直角 坐标 系 之 后 ,平面 上 的 点 就 与 有 序数 组 
Cr,y) 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 .在 此 基础 上 ,我 们 就 可 以 进一步 把 研 
究 平面 曲线 的 几何 问题 ,归结 为 其 方程 的 代数 问题 ,从 而 为 * 用 代数 
的 方法 研究 平面 曲线 ”创造 了 条 件 . 

我 们 把 建立 了 直角 标 架 的 平面 叫做 欧 氏 平面 , 记 作 R?. 对 于 欧 
氏 平 面 从 数学 角度 的 确切 定义 ,以 后 的 学 习 中 会 给 出 . 

定义 5.1.1 在 R* 上 ,由 二 元 二 次 方程 

i | Demy | dsoy | Sarsw | Day ta = 0 


5.1 二 次 曲线 的 基本 概念 


给 出 的 曲线 工 称 为 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 ,而 此 方程 称 为 二 次 曲线 
L 的 方程 . 

在 二 次 曲线 工 的 方程 中 ,系数 op 为 实数 , 且 a ,ais,azs 至 少 有 
一 个 不 为 零 ,而 zy,z,y 项 的 系数 带 有 2 是 为 了 计算 方便 , 即 在 这 种 
表示 下 ,利用 和 矩阵 的 乘法 运算 可 将 二 次 曲线 的 方程 表示 为 


"| 


y|= 0. 
| 


QI QQ12 4Q13 


L:(r,y,1) 


dl2 4d22 dz3 


Ul3 U23 4d33 


并 称 行列 式 


D= 


Q12 dd22 dz3 


Udl3 U23 U33 
为 二 次 曲线 工 的 系数 行列 式 . 如 果 D 关 0, 则 称 此 时 的 二 次 曲线 工 为 
非 退 化 的 ,否则 称 工 为 退化 的 . 

在 这 一 章 里 ,我 们 将 讨论 二 次 曲线 的 几何 性 质 及 其 方程 的 化 简 ， 
最 后 讨论 其 分 类 . 在 讨论 中 ,主要 将 从 研究 直线 与 二 次 曲线 的 位 置 关 
系 入 手 , 来 认识 二 次 曲线 的 某 些 几何 性 质 .为 了 求 出 直线 与 二 次 曲线 
的 交点 ,就 必须 涉及 解 二 次 方程 组 的 问题 ,但 是 二 次 方程 组 的 根 可 能 
是 虚数 ,因此 ,在 这 里 我 们 将 像 代 数 中 引进 虚数 把 实数 扩充 成 复数 那 
样 ,在 平面 上 引进 虚 元 素 . 下面 简单 介绍 一 下 有 关 虚 元 素 的 问题 . 

我 们 知道 , 当 平 面 上 建立 了 笛 卡 儿 坐 标 系 后 ,有 序 实数 对 (x,y) 
就 表示 平面 上 的 一 个 点 ,如 果 xz 及 y 中 至 少 有 一 个 是 虚数 时 ,我们 
仍然 认为 有 序数 对 (xz,y) 仍 表示 平面 上 的 一 个 点 ,这 样 的 点 我 们 把 
它 叫做 平面 上 的 虚 点 ,而 有 序数 对 (z,y) 叫 做 这 个 虚 点 的 坐标 ,相应 


点 的 对 应 坐标 都 是 共 轿 复数 ,那么 这 两 点 叫做 一 对 共 示 虚 点 , 实 点 与 
虚 点 统称 为 复 点 . 

当 平 面 上 引进 了 虚 点 之 后 ,我 们 仍然 可 以 讨论 向 量 .直线 等 概 
念 . 例如 : 设 Pi(zi ,yi) 与 P; (zz ,yz) 为 平面 上 的 两 个 复 点 ,那么 我 
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们 称 (xs 一 zi ,ys 一 y1) 为 以 Pi 为 起 点 ,Ps 为 终点 的 复 向 量 ,并 记 为 
PP, 如果 TX2 Xl 与 Jy2 ”yl1 中 至 少 有 一 个 是 虚数 时 ,我 们 就 把 它 
叫做 虚 向 量 . 如 果 点 P(x,y) 的 坐标 满足 表达 式 


__ wi Ns 十 My 
Ew 要 


其 中 4 是 复数 ,我 们 就 称 点 P 分 线段 PP。 成 定 比 ,我们 把 点 
P[ 王 计 玫 , 沁 计 半 则 做 线段 PP 的 中 点 .又 把 
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昌 一 TI 十 (zs 一 iD)ty 


y= (yy) 
叫做 由 两 点 Pi (zi,yw ) 与 P; (x; ,ys) 决 定 的 直线 的 参数 方程 ,其 中 
t 是 参数 , 它 可 以 为 任意 的 复数 . 消去 参数 上 得 
Ar 十 By 十 C=0， 
其 中 A=y; a= (2Zs 2Z10)5C 一 (7Zs ZI) — Lia — Yi). 
方程 Az 十 By 十 C=0 叫做 直线 的 一 般 式 方程 ,如 果 A,B,C 与 
三 个 实数 成 比例 ,那么 直线 是 实 直 线 ,否则 叫做 虚 直 线 . 
必须 指出 ,由 于 共 轿 复数 的 和 是 实数 ,所 以 联结 两 个 共 固 虚 点 的 
线段 的 中 点 是 实 点 . 
平面 上 引进 了 虚 点 后 ,二 次 曲线 的 方程 中 可 能 会 出 现 虚 系数 ,不 
过 我 们 在 本 书 中 讨论 问题 时 ,为 了 方便 ,就 只 考虑 实 系数 的 二 次 曲线 
方程 .但 是 ,由 于 引进 了 虚数 , 实 系数 方程 所 表示 的 曲线 上 也 将 含有 
很 多 虚 点 ,甚至 有 的 实 系数 方程 所 表示 的 二 次 曲线 上 全 部 都 是 虚 点 
而 没有 实 点 . 
为 了 方便 起 见 ,我 们 引进 下 面 的 一 些 记号 : 
F(x,y) anz’ 2awzry 十 azz 史 十 2aisz 十 2azsy 十 assj 


Fi lwry) wir aisy wigs 


F(x,y) Ear azy az; 


三 


Droy) = anw 十 2aiz2y 十 ay 


5.1 二 次 曲线 的 基本 概念 


这 样 我 们 容易 验证 下 面 的 恒等式 成 立 
Flroy) = wb (ru vy Cx) Relay)s 
从 而 二 次 曲线 工 的 方程 就 可 以 写成 
Fvy) E(w EstwyDD Blrwsy = 
au alz ai 上 
由 于 F(zxyy)= (zyYyl1)| a azz azs "ld 
1 


U1l3  Q23 U33 


A 一 |as az aszs 
Q13  Q23  Q33 


称 为 二 次 曲线 工 的 矩阵 (或 称 FCz,y) 的 矩阵 ). 又 
anu dz | (| 工 

| | ji 
Ul2 4d22 bs 


所 以 矩阵 4* = hm J ju G(z,y) 的 矩阵 . 且 记 


QI12  Q22 


U1 4Q12 
1 =a 二 az, IT, = 


2. 二 次 曲线 与 直线 的 相关 位 置 
现在 我 们 来 讨论 二 次 曲线 
L:F(x,y)=0 
与 过 点 (zxo ,yo) 且 方向 向 量 为 二 (m,n) 的 直线 


EE 三 wo" Ths 


2 


‘ly = y+ 
的 交点 . 
把 直线 7 的 方程 代入 二 次 曲线 工 的 方程 中 ,经 过 整理 后 得 到 关 


于 :的 方程 
汉 天 站 到 及 十 下 三 0， 
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二 中 
A = anm’ 十 2aiz7zz272 十 azz722 ， 
B= (alilzo 十 aizyo 十 ais)72 十 (alizzo 十 azzyo 十 azs)72， 
C= aazl 十 2a12 Xo yo 十 azz yo 十 2a13To 十 2423 yo 十 ass. 


| 


利用 前 面 的 记号 ,上 式 可 写 为 
A= Gm;n), B= F(xo;y) mt F(xo, yo)n, 
C= F(x, Yo). 


定义 5.1.2 方程 At? 十 2Bt 十 C==0 称 为 曲线 工 与 直线 1 的 位 
置 方 程 . 

由 位 置 方程 ,显然 有 下 面 的 结论 . 

(1) A0 

@ 当 A=B: 一 AC>>0 时 ,方程 和 两 个 不 相等 的 实 根 与 tz, 从 
而 得 到 直线 / 与 二 次 曲线 L 有 两 个 不 同 的 实 交点 ; 

@ 当 A=B 一 AC=0 时 ,方程 有 两 个 相等 的 实 根 刀 与 性 ,这 时 
直线 /与 二 次 曲线 LL 有 两 个 重合 的 实 交 点 ; 

@ 当 A= 民 一 AC 志 0 时 ,方程 有 两 个 共 轧 的 虚 根 ,这 时 直线 
! 与 二 次 曲线 工 交 于 两 个 共 轰 的 虚 点 . 

(2》 = 

@ 当 B 关 0 时 ,方程 是 关于 + 的 一 次 方程 , 它 有 唯一 的 一 个 实 
根 , 所 以 直线 /与 二 次 曲线 L 有 唯一 的 实 交 点 ; 

@ 当 B=0, 而 C 关 0 时 ,方程 为 矛盾 方程 ,从 而 无 解 , 所 以 直线 / 
与 二 次 曲线 工 没有 交点 ; 

@ 当 B=0, 且 C=0 时 ,方程 是 一 个 恒等式 , 它 能 被 任何 值 的 
t 所 满足 ,所 以 直线 :上 的 一 切 点 都 在 二 次 曲线 L 上 , 即 直线 / 全 部 
在 二 次 曲线 工 上. 

由 直线 ! 与 二 次 曲线 工 相交 的 情况 ,我们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 5.1.3 如果 直 线 : 与 二 次 曲线 工 有 两 个 交点 , 则 称 直线 
/为 二 次 曲线 工 的 割 线 ; 如 果 直 线 ! 与 二 次 曲线 工 有 两 个 相同 的 交 
点 , 则 称 直线 ! 为 二 次 曲线 工 的 切线 ;如 果 直 线 ! 与 二 次 曲线 工 只 在 


5.1 二 次 曲线 的 基本 概念 


无 穷 远 处 相交 , 则 称 直线 / 为 二 次 曲线 工 的 渐 近 线 . 
因为 t -co >0, 今 一 ; ,由 方程 A 十 2Bt 十 C= 二 0 得 


Gs 十 2Bs 十 A = 二 0， 

从 而 方程 Cs* 十 2Bs 十 A 二 0 有 零 根 的 意义 是 直线 1 与 二 次 曲线 工 在 
无 穷 远 处 相交 ,于 是 有 下 面 的 结论 . 

定理 5.1.1 直线 /为 曲线 工 的 渐 近 线 信 Cs: 十 2Bs 十 A 二 0 有 
两 个 相同 的 零 根 . 

综 上 可 得 : 
A>0 时 ,是 工 的 制 线 ; 
A=0 时 ,/ 是 工 的 切线 ; 
A<<0 时 ,1 与 L 交 于 一 对 虚 点 . 

全 时 , 与 志 有 一 个 实 交 点 和 一 个 无 穷 远 交 点 ; 

六 = 


A 天 0， 


B==0,C 关 0 时 ,/ 与 无 交点 ; 
B=0,C=0 时 ,LCL. 
例 5.1.1 讨论 抛物 线 y? 二 2pzx 与 对 称 轴 y 二 0 的 关系 . 
解 ”因为 x 轴 的 方向 可 三 (m,n) 二 (1,0) ,参数 方程 为 
2 = by 
th 
代入 方程 y= 二 2px 中 得 位 置 方程 1 二 0, 因 为 A 二 0,B==1 关 0, 于 
是 x 轴 与 抛物 线 光一 2p2z 有 一 个 交点 (0,0), 且 有 一 个 无 穷 远 
交点 ， 
例 5.1.2 讨论 抛物 线 y?= 二 2pz 与 y 轴 的 关系 . 
解 ” 因 为 y 轴 的 方向 可 二 (m,n) 二 (0,1) ,参数 方程 为 
工 一 0， 
Je 
代入 方程 y= 二 2pzx 中 得 ?= 二 0, 于 是 y 轴 与 抛物 线 交 一 22z 有 两 个 
相同 交点 (0,0), 故 > 轴 是 抛物 线 y? 一 2px 的 切线 . 
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习 题 5.1 


1. 写 出 下 列 二 次 曲线 的 Fi (x,y),Fi(z,y),Fs(zyy) 以 及 
和 矩阵 4 : 

(1) 于 二 站 1 

(于 

(3) y’=2pzx; 

(4) 2x:—zxyty—6zt7y—4=0. 

2. 指出 二 次 曲线 x? 一 2xy 一 3y? 十 6x 一 2y 十 5 二 0 与 下 列 直 线 的 
位 置 关 系 : 

省 ry C2) i 

y=2t; yy 一 2 十 21; 
3 一 2 十 2 一 (9 wy =0 


5.2 二 次 曲线 的 切线 


由 5.1 节 的 讨论 知 ,直线 /与 二 次 曲线 工 相 切 的 充分 必要 条 件 
是 A 六 0,B: 一 AC=0 或 A=B=C=0. 

下 面 ,我们 分 两 种 情况 讨论 . 

(1) Po (zo ,yo) 在 二 次 曲线 工 上 , 求 二 次 曲线 工 过 点 P。 的 切线 
方程 . 

如 果 点 Po (zo ,yo) 在 二 次 曲线 工 上 , 则 C 寺 F(zxo ,yo) 二 0, 于 是 
B==0, 即 Fi (zo ,yoj)m 十 Fz (xo ,yo)n 二 0, 所 以 

CRY Cwo sy yo7 Ey(ros yo YY | Cyn 


5.2 二 次 曲线 的 切线 


如 果 所 (zo ,yo) ,F(zo ,yo) 不 全 为 零 , 则 二 次 曲线 工 在 点 Po (zo ,yo) 处 
的 切线 方程 为 
Flrony) (rz— xz) Py(rosy ty— Ww) = 0, 
参数 式 方程 为 
X= To F(xo, Yo)t, 
y= yo CO— F(zo, Yo)t. 
如 果 访 (zo ,yo)= 二 Fs (xo ,yo)= 二 0, 那 么 
Fi(zxosyo m+ Fs (xo yo)n 一 0 
变 为 恒等式 ,切线 的 方向 (m,n) 不 能 唯一 地 被 确定 ,从 而 切线 不 确 
定 , 这 时 通过 点 (zo ,yo) 的 任何 直线 都 和 二 次 曲线 工 相交 于 相互 重 
合 的 两 点 ,我们 把 这 样 的 直线 也 看 成 是 二 次 曲线 工 的 切线 . 
定义 5.2.2 二 次 曲线 工 上 满足 条 件 
FiCzoyyo) = F(xosy)=0 
的 点 Czoyyo) 叫 做 该 二 次 曲线 的 奇异 点 ,简称 奇 点 ;二 次 曲线 的 非 奇 
异 点 叫做 二 次 曲线 的 正常 点 . 
这 样 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 . 
定理 5.2.1 如 果 点 (zo ,yo) 是 二 次 曲线 工 的 正常 点 ,那么 通过 
点 (Czo,yo) 的 切线 方程 是 


= 0 (mo vo)ts 


y= yO— F(xo, yo)t, 


那么 通过 点 (xo ,yo) 的 切线 不 确定 ,或 者 说 通过 点 (xo ,yo) 的 每 一 条 
直线 都 是 二 次 曲线 工 的 切线 . 

推论 如果 点 (zo,yo) 是 二 次 曲线 工 的 正常 点 ,那么 通过 点 
(zo ,yo) 的 切线 方程 是 

QilZo 并 十 aiz(zoy 十 zyo) 十 azzyoy 
十 ais (ZX 十 zo) 十 aza(y 十 Yo) 十 a33 一 0. 

证 ”把 方程 (xz 一 z0)Fi(zos%) 十 (J 一 各)Fz(zosy 各 ) 二 0 改写 为 

于 一 
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南 于 商机 一 的 故 
2 
即 
Xx(anzo 十 aizyo 十 ais) 十 y(Calizzo 十 azzyo 十 azs) 
十 (alsZo 十 azayo 十 aa) 一 0， 
化 简 整理 得 
QilZo 工 十 aliz(Zzoy 十 Zyo) 十 azzyoy 


十 ais (Zz 十 x0) 十 azsa(y 十 Yo) 十 ass 0. 


故 结论 成 立 . 

例 5.2.1 求 二 次 曲线 x? 一 xy 十 y 十 27 一 4y 一 3 二 0 通过 点 
(2,1) 的 切线 方程 . 

解 方法 一 ”因为 F(2,1) 王 2 一 2X1 十 1 十 2X2 一 4X1 一 3 一 
人 5 县 


FiCZyy) | cv [= 名 + 


=. 
= 学 冯 0， 


(2,1) 


= 一 2 关 0， 


(2,1) 


所 以 点 (2,1) 是 二 次 曲线 上 的 正常 点 ,因此 通过 点 (2,1) 的 切线 方程 


为 (x 2) 一 2(y 一 1)= 二 0, 即 5z 一 4y 一 6 一 0 为 所 求 . 


方法 二 ”因为 点 (2,1) 是 曲线 上 的 正常 点 ,所 以 由 公式 
ailzo 工 十 alz(Czoy 十 Zyo) 十 azzyoy 
十 ais (Z 十 zo) 十 azs(y 十 yo) 十 ass 一 0 


Faz(z,y) |o,v = 上 广 守 49 刘 


知 切 线 方程 为 
2z 一 去 (z 十 2y) 十 y 十 (z 十 2) 一 2 十 D 一 3 三 的 
即 5z 一 4y 一 6 一 0 为 所 求 . 
(2) Pu(zo,yo) 不 在 二 次 曲线 工 上 , 求 二 次 曲线 工 过 点 Po 的 切 


线 方程 . 
此 时 C 取 0, 但 Br 一 AC 二 0. 设 切线 的 方向 向 量 为 5 二 (m,n), 则 


5.2 二 次 曲线 的 切线 


切线 方程 为 [代入 曲线 的 方程 中 ,由 B? 一 AC 一 0 得 到 
We Ths 
772 n, 即 可 得 到 曲线 EL 的 切线 方程 . 
例 5.2.2 求 二 次 曲线 zx? 一 zy 十 y 一 1 二 0 通过 点 (0,2) 的 切线 
方程 


解 方法 一 因为 切线 过 点 (0,2) ,所 以 设 切线 的 方程 为 


T= mts 
pn 
其 中 : 为 参数 ,而 
A=m—2m++n, B mn 
所 以 由 B: 一 AC==0 得 
(—m 二 2n)? 3m 一 7272 十 722) 0 
化 简 得 2n 十 mn 一 二 0, 从 而 有 (2 一 n) (m 十 n) 二 0, 即 
m:n 二 1:2 或 m:n=1: 一 1， 
所 以 2x 一 y 十 2 二 0 或 zx 十 y 一 2==0 为 所 求 . 
方法 二 “” 设 切线 的 方向 向 量 为 立 = (m,n), 在 切线 上 取 动 点 
(x,y) ,由 于 切线 经 点 (0,2) ,所 以 mm: n= 二 x : y 一 2, 即 
m= 二 Xk, 
-~ (yy 一 2)R， 
其 中 为 参数 .而 由 B? 一 AC==0 得 (2m 一 n) (m 十 n) 二 0, 即 
(C2 CO— pt wt O22 = 
所 以 2+ 一 y 十 2 二 0 或 x 十 y 一 2 二 0 为 所 求 . 
方法 三 ” 设 过 点 (0,2) 的 切线 与 已 知 二 次 曲线 相 切 于 点 
(xo，yo) ,那么 切线 方程 为 


mmz 一 到 (may 十 zyo) 十 yy 一 1 一 0， 


(= yy jz ( Fz > l @, 


即 
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因为 它 通过 点 (0,2) ,所 以 (0,2) 满 足 上 述 方程 ,将 代入 化 简 得 
zo 一 2y 十 1 一 0， 
另 一 方面 ;点 Cam ,yo) 在 该 二 次 曲线 上 ,所 以 有 


型 一 商 徊 十 尖 一 1 = 0 
解 联 立方 程 组 
Xo 一 2yo 十 1] = 二 0， 
re = 人 
得 切 点 坐标 为 
mn 二 一 1， 或 Xo 二 1， 
yo 二 0 yo 一 1. 


故 所 求 切线 方程 为 2+ 一 y 十 2 二 0 或 x 十 y 一 2 二 0. 


习 题 5.2 


1. 求 下 列 二 次 曲线 在 所 给 点 或 经 过 所 给 点 的 切线 方程 : 

(1) 曲线 3x? 十 4xy 十 5y? 一 7x 一 8y 一 3 二 0 在 点 (2,1); 

(2) 曲线 zx? 十 zy 十 六 十 x 十 4y 十 3==0 经 过 点 (2; 一 1). 

2. 求 下 列 二 次 曲线 的 切线 方程 ,并 求 出 切 点 的 坐标 : 

(1) 曲线 xz? 十 4xy 十 3y? 一 5z 一 6y 十 3 二 0 的 切线 平行 于 直线 
Z 十 4y 十 1 一 0; 

(2) 曲线 zx? 十 xy 十 yy 一 3 二 0 平行 于 x 轴 的 切线 . 

3. 求 下 列 二 次 曲线 的 奇异 点 : 

(1) 3z’—2y: 十 6zx 十 4y 十 1 二 0; 

(2) 多 十 2zy 一 2x 一 1 一 0. 

4. 求 曲 线 zx? 十 zy 十 y= 二 3 的 平行 于 两 坐标 轴 的 切线 方程 . 

5. 试 求 经 过 原点 且 切 直线 3y 十 4x 十 2==0 于 点 (1, 一 2) 及 切 直 
线 y 一 x 十 1 二 0 于 点 (0, 一 1) 的 二 次 曲线 方程 . 


5.3 二 次 曲线 的 渐 近 方向 .中 心 、 渐 近 线 


5.3 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ,中心 . 渐 近 线 


1. 二 次 曲线 的 渐 近 方向 


两 条 直线 平行 可 视 为 其 相交 于 无 穷 远 处 ,因而 当 直 线 ! 与 二 次 
曲线 工 有 无 穷 远 交点 时 ,也 反映 出 曲线 工 无限 延伸 时 与 直线 / 平行 
的 趋势 . 换 句 话说 ,二 次 曲线 工 上 的 动 点 P 沿 曲线 工 趋 于 无 穷 时 ,过 
点 卫 的 切线 方向 趋 于 直线 1 的 方向 . 

我 们 在 前 面 看 到 二 次 曲线 工 与 直线 1 当 满 足 条 件 


Dm.,n) anm 二 2awmn 二 azzn* 一 0 


时 ,或 者 只 有 一 个 实 交点 ,或 者 没有 交点 ,或 者 直线 / 全 部 在 二 次 曲 
线 L 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 ,由 此 ,我 们 得 到 下 面 的 定义 . 

定义 5.3.1 满足 条 件 BCm,n) 二 0 的 方向 (m,n) 称 为 二 次 曲线 
L 的 渐 近 方向 ,否则 叫做 非 渐 近 方向 . 

例如 抛物 线 y= 二 2pzx 与 对 称 轴 y 二 0 有 无 穷 远 交点 , 故 抛物 线 

一 20z 的 对 称 轴 y= 二 0 的 方向 (1,0) 是 抛物 线 y? = 二 2px 的 渐 近 方 

向 , 它 表 明了 抛物 线 y? 二 2px 上 的 点 Pu(Czo,yo) 沿 抛物 线 趋 于 无 穷 
时 ,过 点 P。 的 切线 趋 于 与 对 称 轴 y= 二 0 平行. 

因为 二 次 曲线 工 的 二 次 项 系数 不 能 全 为 零 ,所 以 渐 近 方向 
(msn) 所 满足 的 方程 BC 2) 一 0 总 有 确定 的 解 . 这 是 因为 : 

如 果 wa 天 0, 那 么 可 把 方程 G@(w ,zz) 王 0 改写 为 


2 
m m 
a 】 2a1z 和 a = 0， 


n 


入 二 ai ana 一 过 这 证 V 一 厂 
几 | 得 m_ 412 12 11C22 _ 12 2 . 
则 可 得 》 ; 


CI11 Ull 


如 果 azs 关 0, 那 么 可 把 方程 B(m,n) 二 0 改写 为 


2 
n 7 
az| 一 | 十 2ay 一 十 al 一 0， 
m m 
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i a = 
ailz 士 CI12 CIIGC22 aiz 士 了 _ 
9 


Q22 U22 


由 此 可 得 之 

m 

如 果 ma = 一 az = 二 0, 那 么 az 天 0, 这 时 方程 B (m,n)= 二 0 变 为 
2awzmn 二 0, 所 以 m:n 二 1 :0 或 0 :1, 这 时 


0 a 


1 = 


= 一 a?, < 0. 


Qil2 0 

从 上 面 讨 论 我 们 可 以 看 到 , 当 且 仅 当 五 >0 时 ,二 次 曲线 工 的 渐 
近 方向 是 一 对 共 思 的 虚 方 向 ; 当 I 二 0 时 ,二 次 曲线 工 有 一 个 实 浙 近 
方向 ; 当 I 过 0 时 ,二 次 曲线 工 有 两 个 实 渐 近 方 向 . 因此 二 次 曲线 的 
渐 近 方向 最 多 有 两 个 ,显然 二 次 曲线 的 非 渐 近 方 向 有 无 数 多 个 . 

定义 5.3.2 没有 实 渐 近 方向 的 二 次 曲线 叫做 椭圆 型 二 次 曲 
线 , 有 一 个 实 渐 近 方向 的 二 次 曲线 叫做 抛物 型 二 次 曲线 ,有 两 个 实 渐 
近 方 向 的 二 次 曲线 叫做 双 曲 型 二 次 曲线 . 

因此 二 次 曲线 工 按 其 渐 近 方向 可 以 分 为 3 种 类 型 , 即 

(1) 椭圆 型 二 次 曲线 :三 过 0; 

(2) 抛物 型 二 次 曲线 : 厂 一 0; 

(3) 双 曲 型 二 次 曲线 :到 0. 


2. 二 次 曲线 的 中 心 与 渐 近 线 


对 称 中 心 简称 为 中 心 , 它 平分 过 它 的 所 有 弦 . 由 前 讨论 知 , 当 直 

线 1 的 方向 (m,7) 是 二 次 曲线 工 的 非 渐 近 方向 时 , 即 当 
Bm,n) 一 aum 十 2aiz7277 十 azz712 天 0 

时 ,直线 与 二 次 曲线 工 总 交 于 两 个 点 (两 不 同 实 点 ,两 重合 实 点 或 
一 对 共 轿 虚 点 ) ,我 们 把 由 这 两 点 决定 的 线段 叫做 二 次 曲线 的 弦 . 这 
就 得 到 下 面 的 定义 . 

定义 $.3.3 如果 点 P, 是 二 次 曲线 的 通过 它 的 所 有 弦 的 中 点 
(因而 点 Po 是 二 次 曲线 的 对 称 中 心 ), 那 么 点 Po 叫做 二 次 曲线 的 
中 心 . 

根据 这 个 定义 , 当 点 Po (xo ,yo) 为 二 次 曲线 工 的 中 心 时 ,那么 过 


5.3 二 次 曲线 的 渐 近 方向 .中 心 、 渐 近 线 


点 Pu(Czo,yo) 且 以 二 次 曲线 工 的 任意 非 渐 近 方向 (mm ,z) 为 方向 的 直 
线 ! 与 二 次 曲线 工 交 于 两 点 Pi ,P: ,点 PuCzo,yo) 就 是 弦 PiPs 的 中 
点 .因此 将 直线 ! 的 方程 代入 二 次 曲线 工 的 方程 ,得 
Dm) +2LF zosy yo m+ F(zos yo njti F(zo,y) = 0, 
从 而 有 和 十 如一 0, 即 
F(zxosyo mt F(xo, yo)n 一 0. 

因为 (mm ,2) 是 任意 非 渐 近 方 向 ,所 以 上 式 是 关于 m,n 的 恒等式 ,从 
而 有 


ii 
反 过 来 ,适合 上 面 两 式 的 点 (xo ,yo) ,显然 是 二 次 曲线 的 中 心 . 这 
样 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 . 
定理 5.3.1 点 C(xo ,yo) 是 二 次 曲线 工 中 心 的 充 要 条 件 为 


Ee 三 Q11Zo 个 Q12yo Tals 0， 


Fas(zo,yo) Saxo 十 azzyo 十 ass 0. 


推论 ”坐标 原点 是 二 次 曲线 中 心 的 充 要 条 件 为 二 次 曲线 方程 里 
不 含 z 与 y 的 一 次 项 . 
由 于 二 次 曲线 工 的 中 心 坐标 由 它 的 中 心 方程 组 
| alzy 十 als 0, 


F(x,y) avr+azyTas 一 0 
决定 ,所 以 如 果 


Ul  Q12 


1 一 和 天 0， 


那么 中 心 方程 组 有 唯一 解 ,这 时 二 次 曲线 工 将 有 唯一 中 心 , 且 中 心 
的 坐标 就 是 中 心 方程 组 的 解 . 如 果 


那么 当 忆 一 : 王 天 < 时 ,中 心 方程 组 无 解 , 故 二 次 曲线 L 没有 中 心 ; 
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风量 二 二 时， 中 心 方程 组 有 无 数 多 解 ,这 时 直线 wz 十 


awzy 十 a1s 二 0( 或 a1zsx 十 azzs y 十 azs 二 0) 上 的 所 有 点 都 是 二 次 曲线 
L 的 中 心 ,这 条 直线 叫做 二 次 曲线 工 的 中 心 直 线 . 

定义 5.3.4 有 唯一 中 心 的 二 次 曲线 叫做 中 心 二 次 曲线 ,没有 
中 心 的 二 次 曲线 叫做 无 心 二 次 曲线 ,有 一 条 中 心 直 线 的 二 次 曲线 叫 
做 线 心 二 次 曲线 ,无 心 二 次 曲线 与 线 心 二 次 曲线 统称 为 非 中 心 二 次 
曲线 . 

根据 这 个 定义 ,我 们 可 得 二 次 曲线 工 按 其 中 心 的 分 类 为 : 


all 


(1) 中 心 二 次 曲线 : 荆 = | 天 0; 


(2) 非 中 心 二 次 曲线 :一 | 


Q12 dz2 


一 0, 即 全 一 2 
12 Ud22 


@ 无 心 二 次 曲线 :车 = 人 关 2， 
a 


; 
12 4d22 423 


Mi Q22 U23 

二 次 曲线 的 按 渐 近 方向 与 按 中 心 的 两 种 初步 分 类 中 ,容易 看 
出 ,椭圆 型 二 次 曲线 与 双 曲 型 二 次 曲线 都 是 中 心 二 次 曲线 ,而 抛物 型 
二 次 曲线 是 非 中 心 二 次 曲线 , 它 包括 无 心 二 次 曲线 与 线 心 二 次 曲线 . 

定义 5.3.5 通过 二 次 曲线 的 中 心 ,而 且 以 渐 近 方向 为 方向 的 
直线 叫做 该 二 次 曲线 的 渐 近 线 . 

显然 ,椭圆 型 二 次 曲线 只 有 两 条 虚 渐 近 线 而 无 实 渐 近 线 , 双 曲 型 
二 次 曲线 有 两 条 实 渐 近 线 , 而 抛物 型 二 次 曲线 中 的 无 心 曲 线 无 渐 近 
线 ,至 于 线 心 二 次 曲线 它 有 一 条 实 渐 近 线 , 就 是 它 的 中 心 直 线 . 

定理 5.3.2 二 次 曲线 的 渐 近 线 与 该 二 次 曲线 或 者 没有 交 
或 者 整 条 直线 在 该 二 次 曲线 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 . 

证 设 直线 1 是 二 次 曲线 LL 的 渐 近 线 , 这 里 点 (xo ,yo) 为 二 次 曲 
线 的 中 心 , (m,n) 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 , 则 有 


5.4 二 次 曲线 的 直径 


Fi(xosyo) =0, F(xoy0) =0, Dlm,n) = 0. 
因此 根据 直线 与 二 次 曲线 工 相交 情况 的 讨论 ,我 们 有 : 当 点 
(zo yo) 不 在 二 次 曲线 工 上 , 即 F(zxo ,yo) 关 0 时 , 渐 近 线 1 与 二 次 有 曲 
线 工 没有 交点 ; 当 点 (zo ,yo) 在 二 次 曲线 工 上 , 即 F(xo,yo) 二 0 时 ， 
渐 近 线 ! 全 部 在 二 次 曲线 L 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 . 


习 题 5.3 


1. 求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ,并 指出 该 二 次 曲线 是 属于 何 种 
类 型 : 

(1) z 十 2zy 十 办 十 3z 十 y 一 0; 

(2) 3z2 十 4zy 十 2y% 一 6z 一 2y 十 5 一 0. 

2. 判断 下 列 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 ,无 心 二 次 曲线 还 是 线 心 
二 次 曲线 : 

(1) zz 一 2zy 十 2 光一 4z 一 6y 十 3 一 0; 

(2) 2z2: 十 8z 十 12y 一 3 一 0. 

3. 当 a, 满足 什么 条 件 时 ,二 次 曲线 

zz 十 6zy 十 ay: 十 3z 十 by 一 4 一 0 

(1) 有 唯一 的 中 心 ; (2) 没有 中 心 ; (3) 有 一 条 中 心 直 线 . 
4. 求 二 次 曲线 6x? 一 xy 一 y’: 十 3zx 十 y 一 1==0 的 渐 近 线 方程 . 
5. 求 下 列 二 次 曲线 的 方程 : 
(1) 以 点 (0,1) 为 中 心 , 且 通 过 点 (2,3),(4,2) 与 (一 1, 一 3); 
(2) 通过 点 (1,1),(2,1),( 一 1, 一 2) 且 以 直线 z 十 y 一 1 一 0 为 渐 近 线 . 


5.4 二 次 曲线 的 直径 


1. 二 次 曲线 的 直径 


由 已 经 讨论 的 直线 与 二 次 曲线 相交 的 各 种 情况 知 , 当 直 线 平 
行 于 二 次 曲线 的 某 一 非 渐 近 方向 时 ,这 条 直线 与 二 次 曲线 总 交 于 
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两 点 (两 不 同 实 的 ,两 重合 实 的 或 一 对 共 罗 虚 的 ) ,这 两 点 决定 了 二 
次 曲线 的 一 条 弦 . 现在 我 们 来 研究 二 次 曲线 上 一 族 平行 弦 的 中 点 
轨迹 . 
定理 5.4.1 二 次 曲线 的 一 族 平行 弦 的 中 点 轨迹 是 一 条 直线 . 
证 设 m:n 是 二 次 曲线 的 一 个 非 渐 近 方 向 , 即 BCmm,n) 隆 0, 而 
点 (zo ,yo) 是 平行 于 方向 mx : n 的 纺 的 中 点 ,那么 过 点 (zo,yo) 的 弱 
所 在 直线 方程 为 


T=TXoTmt, 


和 二 甩 寺 本 

它 与 二 次 曲线 工 的 两 交点 ( 即 弦 的 两 端点 ) 由 二 次 方程 
Bm mt 2LmFi(zos yo) nF (ro yo) ti Fro,y) = 0 

的 两 根 与 ts 所 决定 ,因为 点 (xo ,yo) 为 弦 的 中 点 ,所 以 有 

ti 十 ts 二 0， 
从 而 有 

mFi(zxoy0) 二 nFs(ro,y) = 0. 

这 就 是 说 平行 于 方向 立 =(z2,2) 的 弦 的 中 点 (xzo,yo) 的 坐标 满足 
方程 


Mi Czyy) TnFs(r,y) 一 0， 


即 (aiiz 十 aizy 十 ais ) 十 zaizz 十 azzy 十 azs) 一 0, 或 


(ail72 十 aiz72) 过 十 (alz72 十 azz72)y 十 ais70 十 azs72 一 0. 


反 过 来 ,如 果 点 (xo ,yo ) 满 足 上 述 3 个 方程 之 一 ,那么 方程 
Bm mt +2 mF (xo,yo) tnFs roy) t+ Fro,y) = 0 
中 将 有 绝对 值 相 等 而 符号 相反 的 两 个 根 ,点 (xo,yo) 就 是 具有 方向 
M :7 的 弦 的 中 点 ,因此 ,PCz,y) 十 zFs(Czyy) 王 0 是 一 族 平 行 于 
非 浙 近 方 向 mr :7 的 纺 的 中 点 轨迹 方程 . 
方程 (cam 十 aiz7z)z 十 (aiz72 十 azz72)y 十 ais72 十 azs7 一 0 的 一 次 项 
系数 不 能 全 为 零 ,这 是 因为 当 


aumTawn 一 awzm+awzn 一 0 


时 ,将 有 


5.4 二 次 曲线 的 直径 


Dm) =anm + Zamamn | dren 
一 (ail772 十 aiz72)772 十 (aiz772 十 azn)n 
一 0， 
这 与 m : n 是 非 渐 近 方 向 的 假设 矛盾 ,所 以 上 述 3 个 方程 都 是 一 个 
二 元 一 次 方程 , 它 是 一 条 直线 ,于 是 定理 得 到 了 证 明 . 
定义 5.4.1 二 次 曲线 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 叫做 该 二 次 曲线 的 
直径 , 它 所 对 应 的 平行 弦 , 叫 做 共 斩 于 这 条 直径 的 共 斩 弦 ,而 直径 也 
叫做 共 斩 于 平行 弦 方 向 的 直径 . 
推论 ”如 果 二 次 曲线 的 一 族 平 行 弦 的 斜率 为 &, 那 么 共 恩 于 这 
族 平 行 弦 的 直径 方程 是 
FiCzy) 十 AF: (zy) = 0. 
我 们 从 方程 
mFi(zsy) 二 nFslxsy) 二 0 或 下 (zy) 十 Fo(Czy) 一 0 
容易 看 出 ,如 果 


FiCzyy) = az 十 aizy 十 as 一 0， 


Ryl(sry) aaX 十 dzzy 十 az3 一 0 
表示 两 条 不 同 直线 时 , 则 
mFi(xyy) 二 nFz(xyy) 二 0 或 Fi(zx,y) 十 kFs(zx,y)=0 


将 构成 一 直线 东 , 当 全 关 侍 时 为 中 心 直 线 东 ; 当 侍 == 侍 关 侍 时 为 
dl2 dz2 dl2?  Q22 dz23 
平行 直线 束 . 
如 果 亚 (zy) 王 aaz 二 azy 十 ai 一 0 与 Fe(Czy) 一 ai 十 azzy 十 


as 一 0 表示 同一 直线 ,这 时 竺 二 人 二 全 ,那么 mFi (xz,y) 十 
QI12 U22 U23 

nFs(x,y) 二 0 或 所 (x,y) 十 kFs;(x,y) 二 0 只 表示 一 条 直线 . 

如 果 PFCz,y) 王 az 十 ay 十 as 三 0 与 FE Czyy) 一 CiZz 十 azzy 十 


as 一 0 中 有 一 个 是 矛盾 方程 ,比如 Fi(x,y) 二 anzx 十 a1zy 十 a1s 二 0 中 


SY U11 CQ12 _ CQ13 
ai 一 az 一 0,ais 天 0, 这 时 一 三 一 夭 一 成 立 , 且 
CQ12  Q22 4d23 
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mFPi(zs9) | nFs(zyy) =0 或 F(x) +HEE, (ry) =0 
仍 表示 一 平行 直线 束 . 
如 果 Fi (zyy) 王 az 十 aizy 十 ai 三 0 与 F(x,y) 二 aaix 十 azzy 十 

as 一 0 中 有 一 为 恒等式 ,比如 下 (zy) 一 ai 十 ay 十 as 一 0 中 


i 一 oo 一 4a 一 0, 这 时 全 
或 (zx,y) 十 kF,(x,y) 二 0 只 表示 一 条 直线 . 

因此 当 - 业 二 ， 即 二 次 曲线 为 中 心 二 次 曲线 时 , 它 的 全 部 直径 
属于 一 个 中 心 直 线 东 ,这 个 直线 东 的 中 心 就 是 二 次 曲线 的 中 心 ; 当 
一 全 关 , 即 二 次 曲线 为 无 心 二 次 曲线 时 , 它 的 全 部 直径 属于 一 


dl2 U22 
个 平行 直线 束 , 它 的 方向 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 : "一 一 az : an 一 
一 az ! a; 当红 一 守 二 2, 即 二 次 曲线 为 线 心 二 次 曲线 时 ,二 次 曲 


Q22 U23 
线 只 有 一 条 直径 , 它 的 方程 是 
aaz 十 ay 十 als 一 0 (或 al 十 azzy 十 azs 一 0)， 
即 线 心 二 次 曲线 的 中 心 直 线 . 由 上 讨论 我 们 有 下 面 的 结论 . 
定理 5.4.2 中 心 二 次 曲线 的 直径 通过 该 二 次 曲线 的 中 心 ,无 
心 二 次 曲线 的 直径 平行 于 该 二 次 曲线 的 渐 近 方向 , 线 心 二 次 曲线 的 
直径 只 有 一 条 ,就 是 该 二 次 曲线 的 中 心 直 线 . 


例 5.4.1 求 梢 圆 于 十 六 二 1 直径 的 方程 . 
a b 


U12 
U22 


污 成 立 且 mFi (x,y) 二 nFs (x,y)=0 
23 


2 2 
解 记 F(Cz,y) 二 总 十 三 一 1 一 0, 则 有 


FiCzyy) 一 吨 ， Fs(x,y) 一 pe 


根据 mFi (zy,y) 十 2Fs(zyy) 王 0, 共 斩 于 非 渐 近 方 向 加 : n 的 直径 方 
程 是 


m nn 
-zs 
ee p> 


5.4 二 次 曲线 的 直径 


显然 ,直径 通过 曲线 的 中 心 (0,0). 
请 读者 写 出 双 曲 线 瑟 一 占 一 1 直径 的 方程 
例 5.4.2 求 抛物 线 y= 二 2pz 的 直径 . 
解 记 F(zx,y) 夺 yy 一 2px 二 0, 则 有 
Fi(zx,y) =—p, F(x,y) = y. 


所 以 共 绒 于 非 渐 近 方向 m : n 的 直径 方程 为 
me*(—p)+ney=0, 


即 y 一 各 p ,所 以 抛物 线 y 一 2pz 的 直径 平行 于 它 的 渐 近 方向 1 : 0. 


例 5.4.3 求 二 次 曲线 F(x,y) 夺 xz? 一 2xy 十 y 十 2x 一 2y 一 3 二 0 
的 共 轿 于 非 浙 近 方 向 m : n 的 直径 . 

解 ” 因 为 Fi(x,y) 夺 x 一 y 十 1,Fs(x,y) 三 一 x 十 y 一 1, 所 以 直径 
方程 为 m(x 一 y 十 1) 十 n( 一 x 十 y 一 1) 二 0, 即 (mx 一 n) (x 一 y 十 1) = 二 0. 
因为 已 知 二 次 曲线 F(x,y) 二 0 的 渐 近 方向 为 m:n 二 1 : 1, 所 以 对 
于 非 渐 近 方 向 mx :7 一 定 有 和 和 天 2 因此 该 二 次 曲线 的 共 恩 于 非 渐 近 
方向 m:n 的 直径 方程 为 

z—y 二 1=0, 


它 只 有 一 条 直径 . 
2. 共 斩 方 向 与 共 斩 直 径 
我 们 把 二 次 曲线 的 与 非 渐 近 方向 m : n 共 轿 的 直径 方向 


m’ : 1 =— (awzmt azn) : (aum + awn), 
叫做 非 渐 近 方 向 mr : n 的 共 恩 方向 ,所 以 有 
Bm sn ) 一 al (az72 十 azz72)2 — 2a (am 十 azz72) 
。(ail772 十 aiz72) 十 azz (aum tarwn)’ 
= (a — Asa Zar wan) 
=1,B(m,n). 
因为 m :nn 为 非 渐 近 方 向 ,所 以 Bm,n) 关 0, 因 此 , 当 I 工 关 0, 即 二 次 
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曲线 为 中 心 二 次 曲线 时 ,BCm ,2 ) 关 0. 当 I 二 0, 即 二 次 曲线 为 非 中 
心 二 次 曲线 时 ,Bm ,nn ) 二 0. 这 就 是 说 ,中 心 二 次 曲线 的 非 渐 近 方 
向 的 共 斩 方 向 仍然 是 非 渐 近 方 向 ,而 在 非 中 心 二 次 曲线 的 情形 是 渐 
近 方 向 . 

由 m:n 二 一 (aygm 十 azzn) : (anm 十 a1zn) 得 二 次 曲线 的 非 渐 
近 方 向 m:n 与 它 的 共 轿 方向 m”: n 之 间 的 关系 

aumm 二 +aw(mn’ +mn) am = 0. 

从 上 式 看 出 ,方向 m:n 与 m:n 方向 是 对 称 的 ,因此 对 中 心 二 
次 曲线 来 说 , 非 渐 近 方 向 冯 : 守 的 共 斩 方向 为 非 渐 近 方向 如 : n ,而 
mm”: n 的 共 轿 方向 就 是 DY £ 

定义 5.4.2 中 心 二 次 曲线 的 一 对 具有 相互 共 斩 方 向 的 直径 叫 
做 一 对 共 斩 直径 . 


/ 
"rn n > 时 / / 
设 一 =k, 一 = 二 =k ,代入 式 aumm 十 ai (mn 二 mn) 十 azznn 一 
m m 


4 


0, 得 


azzkk 二 a (kk )an 05 
这 就 是 一 对 共 锯 直径 的 斜率 满足 的 关系 式 . 
例如 酉 圆 瑟 十 点 一 1 的 一 对 共 声 直径 的 斜率 与 &' 的 关系 为 


L / 由 _ ji 一 击 二 及 
Pek 十 未 一 0, 即 kk 一 二 而 双 曲 线 去 | 的 一 对 共 恩 直径 


bp 


2 
的 斜率 与 &' 的 关系 为 志 kk 一 证 一 0, 即 序 kk 一 性， 
D a ) a 


在 式 ajmm 十 aa mn 十 mn) 十 azznn 一 0 中 ,如 果 设 加: 7 一 
mm” ; n ,那么 有 


aum 十 2awzmn 二 awn = 0， 
显然 ,此 时 m:n 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 . 因此 如 果 对 二 次 曲线 
的 共 思 方向 从 aumm 十 cz 《mn 十 mn) 十 azznnm 一 0 作 代 数 的 推广 ， 
那么 渐 近 方向 可 以 看 成 与 自己 共 轿 方向 ,从 而 渐 近 线 也 就 可 以 看 成 
与 自己 共 恩 的 直径 , 故 中 心 二 次 曲线 渐 近 线 的 方程 可 以 写成 


5.5 二 次 曲线 的 主 直 径 与 主 方向 


mFi(zx,y) TnFs(x,y) 一 0， 
其 中 避 :7 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 . 


习 题 5.4 


1. 求 二 次 曲线 
3z2 十 7zy 十 5y 十 4z 十 5y 十 1 一 0 

与 直线 zx 十 y 十 1 一 0 平行 的 弦 的 中 点 轨迹 . 

2. 求 二 次 曲线 3z?z 十 7zy 十 5yz 十 4z 十 5y 十 1 一 0 通过 点 (8,0) 的 
直径 方程 ,并 求 其 共 生 直 径 . 

3. 已 知 抛物 线 交 王 一 8z, 通 过 点 (一 1,1) 引 一 弦 , 使 它 在 这 点 
被 平分 , 求 该 弦 所 在 直线 的 方程 . 

4. 试 证 :通过 中 心 二 次 曲线 中 心 的 直线 ,一 定 是 中 心 二 次 曲线 
的 直径 .平行 于 无 心 二 次 曲线 渐 近 方向 的 直线 ,一 定 是 无 心 二 次 曲线 
的 直径 . 

5. 求 二 次 曲线 3z 一 2xy 十 3y’ 十 4x 十 4y 一 4 二 0 与 二 次 曲线 
2 一 3zy 一 十 3x 十 2y 二 0 的 公共 直径 . 


5.5 二 次 曲线 的 主 直径 与 主 方向 


定义 5.5.1 二 次 曲线 的 垂直 于 其 共 恩 弦 的 直径 叫做 该 二 次 曲 
线 的 主 直径 , 主 直径 的 方向 与 垂直 于 主 直径 的 方向 都 叫做 该 二 次 曲 
线 的 主 方向 . 

显然 , 主 直径 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 , 因 此 主 直径 也 叫做 二 次 曲线 
的 轴 , 轴 与 二 次 曲线 的 交点 叫做 该 二 次 曲线 的 顶点 . 

现在 我 们 在 直角 坐标 系 下 来 求 二 次 曲线 工 的 主 方向 与 主 直径 . 

如 果 二 次 曲线 工 是 中 心 曲线 ,那么 与 二 次 曲线 工 的 非 渐 近 方向 
m:n 共 恩 直径 为 


» / 7 站 
aumm as mn mn)taznn 一 0 
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(aum 十 aiz72) 工 十 (alz72 十 azz72)y 十 als770 十 azs72 = 0. 
设 直径 的 方向 为 mx : n ,那么 
m’ :nn = (a2m an) : (aum awn). 
根据 主 方向 的 定义 ,m : n 成 为 主 方向 的 条 件 是 它 垂直 于 它 的 
共 思 方向 ,在 直角 坐标 系 下 ,由 两 方向 生 直 条 件 ,得 
mm 二 nm 一 0 或 m:n =—n:m. 
把 上 式 代 入 m:n = 二 一 (awgzm 十 azzn) : (anm 十 alzn) ,得 
m:n= (aumttawn) :〈Ql2770 十 an). 
因此 m:n 成 为 中 心 二 次 曲线 工 的 主 方向 的 条 件 是 


人 十 aiz72 一 7 ， 


Q12777 十 azn 一 Mn 
成 立 , 其 中 天 0, 或 把 它 改 写成 
(ail 一 4)772 十 aiz7 一 0， 
( 十 (azz 一 人 )7 一 0, 
这 是 一 个 关于 m,n 的 齐 次 线性 方程 组 ,而 m,n 不 能 全 为 零 , 所 以 


an—A Q12 


= 


dal2 aazz 一 人 
即兴 一 4 十 1; 二 0. 因此 对 于 中 心 二 次 曲线 来 说 ,只 要 由 上 方程 中 解 
anumiTawn=Am, 
出 ,再 代 入 | 就 能 得 到 它 的 主 方向 . 
Ql2712 十 Qz272 一 人 7 
如 果 二 次 曲线 工 是非 中 心 二 次 曲线 ,那么 它 的 任何 直径 的 方向 
总 是 它 的 唯一 的 渐 近 方向 


M1 : 711 一 一 Qi :dll = a : (一 Qi2)， 
而 垂直 于 它 的 方向 显然 为 
mz :72 Qn 3 di 一 Q12 3 022 


所 以 非 中 心 二 次 曲线 工 的 主 方向 为 : 
渐 近 主 方向 i : 4 二 一 Qs : aa 一 az : (一 12)， 
非 渐 近 主 方向 m2 : ns 二 a : at 一 aa : az 
如 果 我 们 把 光一 IX 十 I 二 0 推广 到 非 中 心 二 次 曲线 , 即 式 涪 一 


5.5 二 次 曲线 的 主 直 径 与 主 方向 


有 十 瑚 二 0 中 的 I 可 取 零 值 ,这 样 当 I 一 0 时 ,方程 洲 一 A 十 I 一 0 
的 两 根 为 1 一 0,hz 一 厂 一 Cl 十 azz ;把 它 代入 


人 十 Ciz7 一 ， 


wrem + an = Mi 
所 得 的 主 方向 , 正 是 非 中 心 二 次 曲线 的 渐 近 主 方向 与 非 渐 近 主 
方向 . 
因此 ,一 个 方向 m:n 成 为 二 次 曲线 LL 的 主 方向 的 条 件 是 
Js 十 aiz7 = 二 Aim， 


aw2m 二 T azn 一 Mn 


成 立 , 这 里 的 4 是 方程 ”一 I14 十 1 二 0 的 根 . 


定义 5.5.2 方程 
ye 区 或 ”是 三 1 直下 二 前 
QI12 Q22 一 人 
称 为 二 次 曲线 工 方 程 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 叫 做 二 次 曲线 工 方 
程 的 特征 根 . 


从 二 次 曲线 工 的 特征 方程 7 一 4 十 二 二 0 求 出 特征 根 ,把 它 
代入” 我们 就 得 到 相应 的 主 方向 ,如 果 主 方向 是 非 
浙 近 方向 ,那么 根据 mwFi (zx,y) 十 nF (x,y) 一 0 就 能 得 到 共 轩 于 它 
的 主 直径 . 

定理 5.5.1 二 次 曲线 的 特征 根 都 是 实数 

证 “因为 特征 方程 的 判别 式 

A= BE—4l;= (an—aw) + da 0; 
所 以 二 次 曲线 的 特征 根 都 是 实数 . 
定理 5.5.2 一 次 曲线 的 特征 根 不 能 全 为 零 . 
证 ”如果 一 次 曲线 的 特征 根 全 为 零 ,那么 由 
A 一 A 十 I = 二 0 
得 . 厂 三 汪 二 0 有 即 wn 二 is 二 人 与 Wnt 一 = 从 而 竹 


ail = alz = 4 = 0， 
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这 与 二 次 曲线 的 定义 矛盾 ,所 以 二 次 曲线 的 特征 根 不 能 全 为 零 . 
定理 5.5.3 由 二 次 曲线 工 的 特征 根 确定 的 主 方向 mx : n, 当 
》 天 0 时 ,为 二 次 曲线 的 非 渐 近 主 方向 ; 当 4 二 0 时 ,为 二 次 曲线 的 渐 
近 主 方向 . 
证 因为 
Bm,n) =anm 2asmn 十 a n: 
=(Caim aw m+ awm -an ns 


aumawzn=Am, 


所 以 由 


租 
可 


Qi12712 十 Q2272 一 人 72， 
Dm,n) = Ahm’ +in’ = Am 十 722 )， 

又 因为 m,n 不 全 为 零 , 所 以 当 4 关 0 时 ,有 BCm,n) 关 0, 所 以 m:n 
为 二 次 曲线 工 的 非 渐 近 主 方向 ; 当 4==0 时 ,有 BCm,n) 二 0, 所 以 
7 :7 为 二 次 曲线 工 的 渐 近 主 方向 . 

定理 5.5.4 中 心 二 次 曲线 至 少 有 两 条 主 直 径 , 非 中 心 二 次 曲 
线 只 有 一 条 主 直径 ， 

证 由 二 次 曲线 工 的 特征 方程 一 4 十 1 二 0 解 得 两 特征 
根 为 


A1,2 一 


E/E = 


(1) 二 次 曲线 工 是 中 心 二 次 曲线 , 即 I, 隆 0 时 . 如 果 特 征 方程 的 
判别 式 


4 一 下 一 4 一 (aa 一 az)2 十 4q2 一 0， 


那么 

da 一 ad， az 一 0， 
这 时 的 中 心 二 次 曲线 为 圆 ( 包 括 点 圆 和 虚 圆 ), 它 的 特征 根 为 一 对 二 
重 根 


41 42 a az 〈( 关 0). 


anumTawzn=Am, 


把 它 代 大 则 得 到 两 个 恒等式 , 它 被 任何 方向 m:n 


az272 1 azn— An, 


5.5 二 次 曲线 的 主 直径 与 主 方向 


所 满足 ,所 以 任何 实 方向 都 是 圆 的 非 渐 近 主 方向 ,从 而 通过 圆心 的 任 
何 直线 不 仅 都 是 直径 ,而 且 都 是 圆 的 主 直径 . 如 果 特 征 方程 的 判别 式 
A 二 一 41; 二 (an 一 azz)? 十 4a?; 这 0, 那么 特征 根 为 两 不 等 的 非 零 实 
根 1 ,)z. 将 它们 分 别 代 入 


Qi11772 十 Ql272 一 Mm, 
Q12710 十 azn 一 Mn 
得 相应 的 两 个 非 渐 近 主 方向 为 
12 :71 一 Qi 3: (一 01) 一 (一 azz) :alz， 
my 一 一 


这 两 主 方向 相互 垂直 ,从 而 它们 又 互相 共 斩 , 因 此 非 圆 的 中 心 二 次 曲 
线 有 且 只 有 一 对 互相 垂直 从 而 又 互相 共 斩 的 主 直 径 . 

(2) 当 二 次 曲线 工 是 非 中心 二 次 曲线 , 即 1 二 0 时 ,这 时 两 特征 
根 为 

4Ml 一 al 十 az， 42 一 0. 

所 以 它 只 有 一 个 非 渐 近 的 主 方向 , 即 与 习 一 aa 十 az 相应 的 主 方向 ， 
从 而 非 中 心 二 次 曲线 只 有 一 条 主 直径 . 

例 5.5.1 求 二 次 曲线 下 (zx,y) 夺 zx’ 一 xy 十 y: 一 1 二 0 的 主 方向 
与 主 直径 . 


1 
pe 
2 
解 因为 n=1+1=2,1=| ， == 子 关 0, 所 以 该 二 
-二 1 
2 


次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 , 它 的 特征 方程 为 
2 3 
A 2 十 = 0 
解 这 个 方程 得 到 两 个 特征 根 分 别 为 


总 
Mi 一 二 ， 4 一 了 


由 特征 根 一 去 确定 的 主 方向 为 


TL77 


178 第 5 章 二 次 曲线 的 一 般 理 论 


[Nu 
MS 


由 特征 根 ,一 学 确定 的 主 方向 为 


m2 : nz | 1]= 5 3 J 
又 因为 Fi(zx,y) 二 zx 一方 ,F(zx1y) 三 一 六 十 y, 所 以 该 曲线 的 主 直 
径 为 
定 i 
(x ?| ( y+»)=0 
与 


(< | 二 | 一 9， 


即 x 十 y= 二 0 与 x 一 y==0. 


习 题 5.5 
1. 分别 求 本 圆 瑟 十 点 一 1, 双 明 线 瑟 一 点 一 1 ,抛物 线 二 2pz 
的 主 方向 与 主 直径 . 
2. 求 二 次 曲线 5zx? 十 8zy 十 5y? 一 18zx 一 18y 十 9 二 0 的 主 方向 与 
主 直径 . 


3. 试 证 明 二 次 曲线 两 个 不 同 特征 根 确定 的 主 方向 互相 垂直 
5.6 二 次 曲线 的 方程 的 化 简 与 分 类 


一 节 ,我 们 将 在 直角 坐标 系 下 ,利用 直角 坐标 变换 对 二 次 曲线 
Mage 化 简 , 使 其 方程 在 新 坐标 系 下 具有 最 简 形式 ,然后 在 此 基 
础 上 进行 二 次 曲线 的 分 类 . 
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1. 平面 直角 坐标 变换 


我 们 知道 ,如 果 平 面 上 一 点 的 旧 坐 标 与 新 坐标 分 别 为 (zx,y) 与 
(x',y ) ,那么 移 轴 公式 为 


/ / 
元 王 元 十 To 并 一 工 一 Zoo 
es 了 | 

其 中 (zxo ,yo) 是 新 坐标 系 原点 在 旧 坐 标 系 下 的 坐标 . 转轴 公式 为 

T=Xxcosa—y sina, X' = rxcosa ysina, 
人 一 zsinaw 十 ycoswu (> 一 一 Zsin w 十 ycos a。 


其 中 wx 为 坐标 轴 的 旋转 角 . 

在 一 般 情 形 , 由 旧 坐 标 系 O-zy 变 
成 新 坐标 系 O~x'y ,总 可 以 分 两 步 来 完 
成 , 先 移 轴 使 坐标 系 的 原点 O 与 新 坐标 
系 的 原点 O' 重 合 , 变 成 坐标 系 Ox”y”， 
然后 由 辅助 坐标 系 O~x”y 再 转轴 而 成 
新 坐标 系 Ozx'y ,如 图 5-6-1 所 示 . 设 ! 
平面 上 任意 点 已 的 旧 坐标 与 新 坐标 分 a 
别 为 (x,y) 与 (x ,y ), 而 在 辅助 坐标 系 
OF-z 中 的 坐标 为 (x*,y) ,那么 由 移 轴 公式 与 旋转 公式 分 别 得 


LA LA 里 天 
工 一 工 十 Zo， 工 二 Tcosa 一 y Sina， 
1 “ py /ss / 
b mike 下 一 Zsinaw 十 ycosa。 
由 上 两 式 得 一 般 坐 标 变换 公式 为 
工 一 zicosa 一 ysin wx 十 i 
[; = x /sina 二 ycosa yo. 


一 般 坐 标 变换 公式 的 逆 变 换 公 式 为 
X = rxcosat ysina— (xocosa yosin a), 
[> 一 一 ZSsinw 十 ycosa 一 (一 zosimna 十 yocos a). 
平面 直角 一 般 坐 标 变换 公式 的 逆 变 换 公 式 是 由 新 坐标 系 原点 的 
坐标 (zo ,yo) 与 坐标 轴 的 旋转 角 Qa 决定 的 . 
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在 坐标 变换 下 ,平面 上 曲线 的 方程 将 改变 ,但 是 如 果 曲 线 方程 
F(x,y) 二 0 的 左 端 F(zx,y) 是 一 个 多 项 式 ,其 次 数 为 nn, 那么 通过 一 
般 坐 标 变 换 公 式 , 它 的 新 方程 F(x ,y ) 二 0 的 左 端 F(x ,y ) 将 仍然 
是 一 个 多 项 式 , 而 且 它 的 次 数 n' 不 变 , 即 ?2 一刀. 这 是 因为 一 般 坐 标 
变换 公式 的 右 端 是 一 个 一 次 式 , 把 它 代 入 F(zx,y) 得 到 的 F(x ,y’) 
将 仍然 是 一 个 多 项 式 , 而 且 它 的 次 数 n 三 n; 反 过 来 ,通过 一 
般 坐 标 变换 公式 的 道 变换 公式 ,F(zx’,y ) 将 变 回 到 F(z,y) ,而 
一 般 坐 标 变换 公式 的 逆 变 换 公 式 的 右 端 也 是 一 个 一 次 式 , 从 而 
F(x,y) 的 次 数 n 过 n .于 是 nn = 二 n, 即 F(x’,y ) 的 次 数 与 F(x,y) 
的 次 数 相 等 . 

我 们 把 多 项 式 F(x,y) 构 成 的 方程 F(x,y) 二 0 叫做 代数 方程 ， 
而 由 它 表 示 的 曲线 叫做 代数 曲线 ,方程 的 次 数 叫 做 曲线 的 次 数 . 上 面 
指出 的 这 个 曲线 的 性 质 ,是 曲线 的 固有 性 质 , 它 与 坐标 系 的 选择 
无 关 . 


2. 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 


在 平面 上 ,对 于 坐标 变换 而 言 , 它 是 只 改变 坐标 系 的 位 置 而 图 形 
的 形状 和 大 小 皆 不 变 ; 而 对 于 点 变换 而 言 , 它 是 坐标 系 不 变 而 只 改变 
图 形 的 位 置 (形状 大 小 皆 不 变 ). 事实 上 ,这 二 者 的 结果 是 完全 一 致 
的 . 如 图 5-6-2( 坐 标 变换 ) 和 图 5-6-3( 正 交 变 换 ) 所 示 , 二 次 有 曲线 工 
对 坐标 系 Ox'y 的 方程 与 L 对 O-xy 的 方程 是 一 致 的 . 


5.6 二 次 曲线 的 方程 的 化 简 与 分 类 


从 变换 公式 来 看 ,在 坐标 变换 中 ,将 坐标 原点 移 至 O (zo，, yo)， 
再 将 坐标 轴 旋 转 a 角 的 坐标 变换 公式 为 


/ ps 
| = XT Cosa™ YSina TT Tos 


y=x sinay cosatyo， 
其 中 (zx,y) 是 一 点 在 旧 坐 标 系 下 的 坐标 , (x ,y ) 是 同一 点 在 新 坐标 
系 下 的 坐标 . 
而 坐标 轴 不 动 , 将 图 形 沿 方向 (一 zo ,一 yo) 作 平移 的 点 变换 公 
式 为 
工 无 一 过 一 bn 
上 二 yy 一 yo， 
其 中 (z,y) 和 (元 ,7) 是 作 点 变换 后 对 应 点 对 同一 坐标 系 O-zy 的 
坐标 . 
再 将 平移 后 的 图 形 绕 坐 标 系 原点 作 旋 转变 换 , 旋 转角 为 一 a, 变 
换 公式 为 


n. EOOS (—0) 一 :下 击 《一 ai 

y = zsin (一 a) 十 ycos (一 a)， 

其 中 (z,y) 和 (x ,yy ) 是 作 旋 转变 换 后 的 对 应 点 对 同一 坐标 系 
O-zy 的 坐标 . 作 这 两 个 变换 的 乘积 ,得 


X 一 (一 zo)cos (一 a) 一 (y 一 %)sin (一 a)， 


多 一 (zz 一 zo)sin (一 ao) 十 (y 一 yo)cos (一 a)， 


| 


即 
T,. ns 一 (zz 一 Zo)cosa 十 (y 一 yo)sina， 
y 一 一 《mp 一 Toysime 十 (一 驮 )eosias 

我 们 可 以 看 出 上 述 复 合 变 换 即 由 一 般 坐 标 变换 公式 解 出 x ,y 
的 结果 ,实际 上 一 般 坐 标 变换 公式 与 上 述 复 合 变 换 是 同一 公式 ,因此 
在 图 5-6-2 中 ,曲线 工 关 于 坐标 系 O-x'y 的 方程 与 图 5-6-3 中 的 曲 
线 L' 关 于 坐标 系 O-xy 的 方程 是 完全 一 样 的 . 

根据 以 上 讨论 ,我 们 可 以 将 坐标 变换 公式 ,理解 为 方向 相反 的 点 
变换 公式 ,因此 利用 坐标 变换 给 一 般 二 次 曲线 所 作 的 分 类 ,完全 可 以 
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理解 为 利用 点 变换 所 做 的 分 类 . 
下 面 讨论 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 
设 二 次 曲线 工 的 方程 为 
Flzyy) =any’ | any | ws | Dnsr | Dassy | dss 
一 0， 


我 们 要 选取 一 个 适当 的 坐标 系 , 也 就 是 要 确定 一 个 坐标 变换 ,使 得 二 
次 曲线 工 在 新 坐标 系 下 的 方程 最 为 简单 ,这 就 是 二 次 曲线 方程 的 化 
简 . 为 此 ,我 们 必须 了 解 在 坐标 变换 下 二 次 曲线 方程 的 系数 是 怎样 变 
化 的 . 因为 一 般 坐 标 变 换 是 由 移 轴 与 转轴 组 成 ,所 以 我 们 分 别 考察 在 


移 轴 与 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 工 的 系数 的 变化 规律 . 
如 果 把 移 轴 公式 , 即 


X= 7x 二 zo, 
y= 
代入 二 次 曲线 工 的 方程 中 ,得 到 在 移 轴 公 式 下 二 次 曲线 工 的 新 方 
程 为 
Plw’ wry 4% Som’ | we) -| 2 F- mn) Cy | my 
azz(y 二 yo)’ 二 T2417’ 十 zo) 
2aza(y 十 Yo) 十 ass 一 0. 
化 简 整理 后 记 为 
az 十 2ai2z'y 十 a2zy 十 2a1s3x 十 2a2sy 十 a% 一 0， 
其 中 
a an saz alz sa22 Q22， 
als = azo 十 azyo 十 as， 


. 
Ud23— Q12o TT dz22 V0 TT dz239 


+ 20mcom | ted 中 Bais i 4 Bes do: dss. 
因此 在 移 轴 公式 下 ,二 次 曲线 工 方程 的 系数 的 变化 规律 如 下 : 
(1) 二 次 项 系数 不 变 ; 

(2) 一 次 项 系数 变 为 2F] (zxo ,yo) 与 2F; (xo ,yo); 

(3) 常数 项 变 为 F(zxo ,yo). 


Fe 2 
433 一 QI110 
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因为 当 点 (zxo ,yo) 是 二 次 曲线 工 的 中 心 时 ,有 
Fwosyo)s FaCzosy)s 


所 以 当 二 次 曲线 是 有 心 二 次 曲线 时 , 作 移 轴 , 可 以 使 原点 与 二 


类 


次 


曲线 的 中 心 重合 , 则 在 新 坐标 系 下 二 次 曲线 的 新 方程 中 的 一 次 


项 消失 . 
如 果 把 转轴 公式 , 即 
X=Zxcosa—y sina, 
= x sinay cosa 
代入 工 的 方程 中 ,得 到 在 转轴 公式 下 二 次 曲线 工 的 新 方程 为 


/ /2 / 次 其 / /2 7 7 过 7 办 
QI11 并 十 2alzzy Hazzy H+ 2a13x HH 2azay as 0， 


日 . 
a1i = ancos’a 2awsin acos a a sin’a, 
/ . . 
da 一 (as 一 ai)sin wcosa 十 aiz(cosza 一 sinza)， 
/ 上 
a22 一 Qilsin2za 一 2aizsin acosw 十 azzcosza， 
/ . 
4a13 一 alsCOs a+ azssina, 
类 四 
4a23 一 一 QisSinw 十 azscos ay， 


as 二 433。 
因此 在 转轴 下 ,二 次 曲线 二 方程 的 系数 的 变化 规律 如 下 
(1) 二 次 项 系数 一 般 要 变 . 


新 方程 的 二 次 项 系数 仅 与 原 方程 的 二 次 项 系数 及 旋转 角 a 有 


关 , 而 与 一 次 项 系数 及 常数 项 无 关 . 
(2) 一 次 项 系数 一 般 要 变 . 


新 方程 的 一 次 项 系数 仅 与 原 方程 的 一 次 项 系数 及 旋转 角 a 有 


关 , 而 与 二 次 项 系数 及 常数 项 无 关 , 如 果 我 们 从 
as 一 alscos a azssin a， 
[ . 
ete 
中 解 出 U13 ,azs 得 
mn 一 aiacosa 一 aossina， 


了 所 
aza 一 Ql3Sina 十 Q&zscosa， 
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那么 可 以 进一步 看 到 ,在 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 工 的 一 次 项 系数 ais ， 
azs 的 变化 规律 是 与 点 的 坐标 x,y 的 变化 规律 完全 一 样 , 当 原 方程 有 
一 次 项 时 ,通过 转轴 不 能 完全 消去 一 次 项 , 当 原 方程 无 一 次 项 时 , 通 
过 转轴 也 不 会 产生 一 次 项 . 
(3) 常数 项 不 变 . 
在 二 次 曲线 工 方 程 里 ,如 果 a1s 关 0, 我 们 往往 使 用 转轴 使 新 方程 
中 的 ao 一 0. 为 此 ,我 们 只 要 取 旋 转角 a, 使 得 
aa 一 (az 一 all)sin wcosw 十 ay(cosza 一 sinza) 一 0， 
即 (az 一 ca)sin 2a 十 2a1zcos 2a 二 0, 所 以 
QI1L 4d22 
2aiz 
因为 余 切 的 值 可 以 是 任意 的 实数 ,所 以 总 有 a 满足 上 式 ,也 就 是 说 总 
可 以 经 过 适当 的 转轴 消去 二 次 曲线 二 方程 的 zy 项 . 
例 5.6.1 化 简 二 次 曲线 方程 
Zz 十 4zy 十 4 十 12z 一 y 十 1 = 0， 
并 画 出 它 的 图 形 . 
解 ”因为 二 次 曲线 方程 含有 zy 项 ,因此 我 们 总 可 以 先 通过 转 


轴 消 去 zy 项 . 设 旋转 角 为 a, 那么 由 cot 2x 一 一至, 得 
12 


cot 2a = 


cot 2a 一 一 下， 
1 一 tanzw 3 2 到 得 
即 一 一 霜 , 所 以 2tan?a 一 3tan a 一 2 二 0, 从 而 得 
2tana 4 
tana 一 一 广 或 tana = 2. 
取 tana=2[ 或 tana= 一 雪 ], 那 和 
25 x 
sina 一 一 ， cosa— 


所 以 转轴 公式 为 
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WE By 
和 


5 
By 
一 5 Toy. 


将 上 转轴 公式 代入 原 方程 化 简 整 理 得 转轴 后 的 新 方程 为 
5x“? 十 2V5x’ 一 5V5y 十 1 ==0. 
利用 配方 可 把 上 式 化 为 


再 作 移 轴 


冲 合 


二 x 十 
y=y,， 
曲线 方程 便 化 为 最 简 形 式 z 一 V5 
三 0. 或 写成 标准 方程 为 
一 YY 
一 条 抛物 线 , 它 的 顶点 是 新 坐标 
Ox”y 的 原点 . 原 方程 的 图 形 可 以 
根据 它 在 坐标 系 O-x”y 中 的 标准 方 
程 作出 , 它 的 图 形 如 图 5-6-4 所 示 . 
例 5.6.2 化 简 二 次 曲线 方程 
zzy 二 +27z—4y = 0, 


并 画 出 它 的 图 形 . 
解 ”因为 


所 以 该 曲线 为 中 心 二 次 曲线 . 解 方程 组 
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Fi(wsy) 一 xz 一 于 ?十 1 一 0， 


a 一 一 去 z 十 ?一 2 = 0， 
得 到 中 心 坐标 是 z= 二 0,y 二 2, 取 点 (0,2) 作 为 新 坐标 系 的 原点 , 作 
移 轴 
rs 二 x 
|, = y 十 2 
变换 后 , 原 方程 可 变 为 


Xz? 一 Xxy 二 y’—4=0. 


再 作 转 轴 变 换 消去 zy ,由 cot 24 一 “得 cot 2a 二 0, 从 而 取 a= 


寺 , 故 转轴 公式 为 
Vr Vy 
2 Ws 
/ 2 1 V2 LA 
Ye pe py 


经 此 转轴 变换 后 ,曲线 的 方程 化 为 最 简 形 式 
1 jz | i 4 Gy 


或 写成 标准 形式 
n RE ye 本 
于 11 8 
一 3 
这 是 一 个 椭圆 方程 ,图 形 如 图 5-6-5 
人 所 示 : 


利用 转轴 来 消去 二 次 曲线 方程 
的 zy 项 , 它 的 一 个 几何 意义 ,就 是 
把 坐标 轴 旋 转 到 与 二 次 曲线 的 主 方向 平行 的 位 置 ;而 利用 移 轴 , 它 的 
一 个 几何 意义 ,就 是 把 坐标 系 的 原点 移 到 二 次 曲线 的 中 心 位 置 . 
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因此 ,上 面 介绍 的 通过 转轴 与 移 轴 来 化 简 二 次 曲线 方程 的 方法 ， 
实际 上 是 把 坐标 轴 变 到 与 二 次 曲线 的 主 直 径 ( 即 对 称 轴 ) 重 合 的 位 
置 . 如 果 是 中 心 二 次 曲线 ,坐标 原点 与 该 二 次 曲线 的 中 心 重合 ; 如果 
是 无 心 二 次 曲线 ,坐标 原点 与 曲线 的 顶点 重合 ;如 果 是 线 心 二 次 曲 
线 , 坐 标 原 点 可 以 与 该 二 次 曲线 的 任何 一 个 中 心 重 合 . 下 面 再 看 两 个 
例题 . 

例 5.6.3 化 简 二 次 曲线 方程 

一 3z9 和 十 学 十 10z 一 10y 寺 21 == 0， 

并 画 出 它 的 图 形 . 

解 ”因为 二 次 曲线 方程 含有 zy 项 ,因此 我 们 总 可 以 先 通过 转 


铀 消去 zy 项 .设施 转角 为 ,那么 由 cot 2 一 5 下 ,得 


cot 2a 一 0， 
从 而 可 取 c 一 十， 故 转轴 公式 为 
并 一 V2 2y, 
多 
i 磺 / Ra Ff 


将 上 转轴 公式 代入 原 方程 化 简 整 理 得 转轴 后 的 新 方程 为 
z42 一 5y 2 一 20V2y —42=0. 
利用 配方 可 把 上 式 化 为 zx 一 5(y 一 2V2)2: 一 2 一 0, 再 作 移 轴 
多 一 多 一 2V2， 
曲线 方程 便 化 为 最 简 形式 
dz 一 5y 一 2 一 0， 


或 写成 标准 方程 为 
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这 是 一 条 双 曲 线 , 它 的 中 心 是 
新 坐标 系 OF-z“y 的 原点 . 原 方程 的 
图 形 可 以 根据 它 在 坐标 系 O~x”y” 
中 的 标准 方程 作出 , 图形 如 
图 5-6-6 所 示 . 

例 5.6.4 化 简 二 次 曲线 方程 
ZT—2ry+y +27z—2y—3=0; 
并 画 出 它 的 图 形 . 

解 因为 二 次 曲线 方程 含有 zy 项 ,因此 我 们 总 可 以 先 通 过 转 
轴 消 去 zy 项. 设 旋 转角 为 ,那么 由 


图 5-6-6 


2 三 QI ~ GQ22 
cot Za ee 
得 
cot 2a = 0， 
从 而 可 取 c 一 十 , 故 转轴 公式 为 
2: -Ry 
2 医学 


将 上 述 转轴 公式 代入 原 方程 化 简 整理 得 转轴 后 的 新 方程 为 
2y: 一 2V2y 一 3 = 0. 


利用 配方 可 把 上 式 化 为 | > 4 一 0, 即 (> 与 二 2, 再 作 
移 轴 


曲线 方程 便 化 为 最 简 形式 


5.6 二 次 曲线 的 方程 的 化 简 与 分 类 


即 外 一 V2 或 站 一 一 V2. 

这 是 两 条 平行 直线 . 原 方程 
的 图 形 可 以 根据 它 在 坐标 系 Of 
zx”y 中 的 标准 方程 作出 ,图 形 如 
图 5-6-7 所 示 . 

由 例 5. 6. 4 可 知 ,一 条 二 次 
曲线 居然 表示 两 条 平行 直线 ! 那 


么 二 次 曲线 除了 我 们 熟悉 的 椭 图 605637 
圆 . 双 曲线 ,抛物 线 和 两 条 平行 直线 外 ,还 会 有 别 的 形式 吗 ? 
一 般 说 来 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 5.6.1 适当 选取 坐标 系 ,二 次 曲线 的 方程 总 可 以 化 成 下 
列 3 个 简化 方程 中 的 一 个 : 

(TY 硕大 ao 一 Ooamaoo505 

(2) azay 20gr—0awas0s 

(3) gay Fas—= O00. 

证 根据 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 无心 二 次 曲线 与 线 心 二 次 
曲线 3 种 情况 来 讨论 . 

(1) 当 已 知 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 一 对 既 共 绒 又 
互相 垂直 的 主 直 径 作 为 坐标 轴 建 立 直角 坐标 系 . 设 二 次 曲线 在 这 样 
的 坐标 系 下 的 方程 为 

auz? 十 2awzy 十 dazzy? 十 2a13X 十 2az3y 十 a33 0,, 
因为 这 时 原点 就 是 二 次 曲线 的 中 心 . 所 以 由 定理 5. 3. 1 的 推论 可 知 
a13 = 4dz3 一 0. 
其 次 ,二 次 曲线 的 两 条 主 直径 ( 即 坐 标 轴 ) 的 方向 为 1 :0 与 
0 : 1, 它们 互相 共 恩 ,因此 根据 
aumm 7 十 aiz (7271 十 7 ) 十 azz722 一 0 
有 as 三 0, 所 以 二 次 曲线 的 方程 为 
auz Fazmy +as = 0anaw 0. 
(2) 当 已 知 二 次 曲线 是 无 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 唯一 主 直 径 作 
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为 x 轴 , 而 过 顶点 ( 即 主 直径 与 曲线 的 交点 ) 且 以 非 渐 近 主 方向 为 方 
向 的 直线 ( 即 过 顶点 垂直 于 主 直 径 的 直线 ) 为 y 轴 , 建 立 直 角 坐 标 
系 . 设 这 时 二 次 曲线 的 方程 为 
ii TT 2 十 0 六 十 2 二 十 225 页 十 0 = O08 

因为 这 时 主 直径 的 共 斩 方 向 为 加 :7 一 0:1, 所 以 主 直径 的 方程 
为 a1zx 十 azzsy 十 azs 二 0, 它 就 是 x 轴 , 即 与 直线 y=0 重 合 ,所 以 
az 一 ds 一 0,azz 天 0. 

又 因为 顶点 与 坐标 原点 重合 ,所 以 (0,0) 满 足 曲线 方程 ,从 而 


aa3a3 一 0. 
其 次 ,由 于 二 次 曲线 是 无 心 二 次 曲线 ,所 以 
a da 
QI12 Q22 azs” 


而 az 一 0,az 天 0, 所 以 有 aa 三 0,ais 天 0. 所 以 该 二 次 曲线 的 方程 为 
2 
(3) 当 已 知 二 次 曲线 是 线 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 中 心 直 线 ( 即 曲 
线 的 唯一 直径 也 是 主 直 径 ) 作为 过 轴 , 任 意 垂 直 于 它 的 直线 作为 
y 轴 , 建 立 直 角 坐 标 系 . 设 这 时 二 次 曲线 的 方程 为 
Wn TF Driey tt yait | Dzay ws, = Oy 
因为 二 次 曲线 是 线 心 二 次 曲线 ,所 以 它 的 中 心 直 线 的 方程 是 
nw Ain = 0 与 al 并 十 azzy 十 2azs 一 0 
中 的 任何 一 个 ,第 二 个 方程 表示 xz 轴 的 条 件 为 
az 一 az 一 0， az 天 0. 
而 第 一 个 方程 在 a1s 二 0 的 条 件 下 ,不 可 能 再 表示 x 轴 , 所 以 它 的 必 
须 是 恒等式 ,因而 有 aa 一 as 王 0, 所 以 曲线 的 方程 为 
awy Ta = 0 aw 0. 
现在 我 们 可 以 根据 二 次 曲线 3 种 简化 方程 系数 的 各 种 不 同情 
况 , 写 出 二 次 曲线 的 各 种 标准 方程 ,从 而 得 出 二 次 曲线 的 分 类 . 
第 1 种 情形 : 曲线 是 中 心 二 次 曲线 时 , 即 曲 线 方程 为 
aiix awy aw =0; aiia 天 
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当 as 天 0 时 ,那么 方程 可 化 为 Az’: 十 By:= 1, 其 中 


A 2 省 


一 证,B 一 雯 ,于是 得 方程 


下 入 加 
[2] 如 果 A 二 0,B 二 0, 那 么 设 A= 一 十,B 一 一 立 于 是 得 方程 
瑟 十 点 一 一 1 虚 椭 加 
a p 
[3] 如 果 A 与 B 异 号 ,那么 不 失 一 般 性 ,假设 A 二 0,B=0 (在 
相反 情况 下 ,只 要 把 x 轴 与 y 轴 对 调 )， 设 A= 广 ,B= 一 户 ,于 是 得 
方程 
i 双 曲 线 
a pb 


[4] 当 as = 二 0 时 ,如 果 a 与 az 同 号 ,可 以 假设 ca 盖 0,az 二 0 
(在 相反 情况 下 ,只 要 在 方程 两 边 同时 变 号 ) ,再 设 


| ee 
后 [2 


a 一 十 ， 
于 是 得 方程 
盛 十 点 一 0， 。 点 或 称 两 相交 于 实 点 的 共生 虚 直线 
[5] 如 果 un 与 wz 异 号 ,类 似 的 可 以 得 到 方程 
瑟 一 所 一 0; 两 相交 直线 
二 次 曲线 时 , 即 曲线 方程 为 


第 2 种 情形 :曲线 是 无 心 二 


0 天 不 


192 第 5 章 二 次 曲线 的 一 般 理 论 


[6] 设 一 好 一 ,于 是 得 到 方程 


= pr 抛物 线 
第 3 种 情形 :曲线 是 线 心 二 次 曲线 时 , 即 曲线 方程 为 
Ca 2 十 aas = 0, az? 和 天 0 


方程 可 以 改写 成 交 一 一 5. 


[7] 当 =] aw 异 号 , 设 一 ?一 a* ,于 是 得 到 方程 
y=a’s 两 平行 直线 
[8] 当 aws 与 aw 同 号 , 设 % 二 a* ,于 是 得 到 方程 
= 两 平行 共 恩 虚 直 线 
[9] 当 as3 =0 时 ,得 到 方程 
0 两 重合 直线 
于 是 ,我 们 就 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 5.6.2 通过 适当 地 选取 坐标 系 ,二 次 曲线 的 方程 总 可 以 
写成 下 面 9 种 标准 方程 中 的 一 种 形式 : 


FT 殉 

[| a? 及 1; 椭圆 

Fy 

[2 nlp 1l; 虚 椭 圆 

i 

[13 pr 双 曲 线 
2 2 

[4] 村 十 各 ==03 点 或 称 两 相交 于 实 点 的 共生 虚 直线 
2 2 

[5] 写 一 所 一 0; 两 相交 直线 


a 

YC—Bpbms 抛物 线 

| = 两 平行 直线 
es 两 平行 共 斩 虚 直线 
y=0. 两 重合 直线 


习题 5.6 
所 以 ,在 欧 氏 平面 上 ,二 次 曲线 的 度量 分 类 为 如 上 9 类 . 
3. 二 次 曲面 的 一 般 理 论 


由 第 4 章 的 学 习 知 道 , 一 些 柱 面 、 锥 面 和 旋转 曲面 等 二 次 曲面 的 方 
程 都 是 三 元 二 次 方程 .一 般 地 ,在 三 维 欧 氏 空间 本 中 ,由 三 元 二 次 方程 
CaZ2 + azsy assz’ 十 2aizzy 十 2aiszz + 2asa yz 
十 2auZX 十 2azay 十 2as4z 十 aw 一 0 
给 出 的 曲面 叫做 二 次 曲面 . 
在 RR 中 的 直角 坐标 系 下 ,仍然 可 以 用 坐标 平移 变换 和 坐标 旋转 
变换 讨论 由 方程 


2 2 2 - 
az 十 azzy 十 aasz 十 2aizzy 十 2alszz 十 2az3 yz 


FH2anz2aay 2auzan 一 0 


给 出 的 二 次 曲面 ,并 且 讨 论 的 步 又 和 方法 几乎 与 前 面 讨 论 一 般 二 次 
曲线 的 步骤 和 方法 完全 一 致 .读者 可 以 自己 进行 分 析 讨论 和 推导 ,得 
出 有 关 二 次 曲面 的 结论 ;也 可 以 参考 别 的 资料 或 教材 ,在 这 里 就 不 详 
细 论 述 了 . 


习 题 5.6 


1. 利用 移 轴 与 转轴 变换 ,化 简 下 列 二 次 曲线 的 方程 ,并 画 出 它 
们 的 图 形 : 

(1) 5z2: 十 4zy 十 2 妈 一 24z 一 12y 十 18 一 0; 

(2) xz: 十 2xy 十 y 一 47 十 y 一 1 二 0; 

(3) 5z2: 十 12zy 一 22z 一 12y 一 19 一 0; 

(4) 4z2 一 4zy 十 交 十 4z 一 2y 一 0. 

2. 试 证 中 心 二 次 曲线 Ahz:z 十 2&zy 十 jy 一 ! 的 两 条 主 直径 为 
ZX” 一 y 一 0, 该 二 次 曲线 的 两 半径 轴 的 长 分 别 是 
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